Строительная механика by Турищев, Леонид Степанович
Министерство образования Республики Беларусь 
 
Учреждение образования 
«Полоцкий государственный университет» 
 
 
 
 
 
Л. С. Турищев, О. В. Коробов, В. К. Родионов 
 
 
 
 
 
 
СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА 
 
Учебно-методический комплекс 
для студентов специальностей 1-70 04 02 «Теплогазоснабжение, 
вентиляция и охрана воздушного бассейна»,  
1-70 04 03 «Водоснабжение, водоотведение и охрана водных ресурсов» 
 
 
 
Под общей редакцией  Л. С. Турищева 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Новополоцк  
ПГУ 
2008 
УДК 624.04(075.8) 
ББК 38.112я73 
Т87 
 
 
Рекомендовано к изданию методической комиссией  
инженерно-строительного факультета в качестве  
учебно-методического комплекса (протокол № 3 от 29.11.2007) 
 
 
РЕЦЕНЗЕНТЫ: 
 
директор Новополоцкого монтажного управления 
ОАО  «Трест Белсантехмонтаж № 1» М. А. ЭЛЕШЕВИЧ; 
канд. техн. наук, доц., зав. каф. теплогазоснабжения  
и вентиляции УО «ПГУ» Т. И. КОРОЛЕВА; 
канд. техн. наук, доц.,  зав. каф. строительных конструкций  
УО «ПГУ» Ю. В. ПОПКОВ  
 
 
 
 
 
 
 
 
Т87 
Турищев, Л. С.  
Строительная механика : учеб.-метод. комплекс для студентов спец. 
1-70 04 02 «Теплогазоснабжение, вентиляция и охрана воздушного бассейна», 
1-70 04 03 «Водоснабжение, водоотведение и охрана водных ресурсов» / 
Л.С. Турищев, О.В. Коробов, В.К. Родионов ; под общ. ред. Л.С. Турищева. – 
Новополоцк : ПГУ, 2008. – 216 с. 
ISBN 978-985-418-752-5.  
 
Приведены структурно взаимосвязанные и взаимодополняющие введе-
ние в изучение курса, модули лекционного курса, руководство к практи-
ческим занятиям, соответствующие учебному плану методические указа-
ния к расчетно-проектировочным работам. Представлены материалы для 
самоконтроля и алфавитный указатель основных понятий.  
Предназначен для студентов и преподавателей вузов, специалистов. 
 
УДК 624.04(075.8) 
ББК 38.112я73 
 
ISBN 978-985-418-752-5 
© Турищев Л.С., Коробов О.В., Родионов В.К., 2008 
© УО «Полоцкий государственный университет», 2008 
 3 
СОДЕРЖАНИЕ  
 
ПРЕДИСЛОВИЕ .................................................................................................................4                                                                         
МОДУЛИ  КУРСА ..............................................................................................................5  
М-0. Введение в изучение курса........................................................................................6 
М-1. Введение в  строительную механику .....................................................................11 
М-2. Методы определения внутренних усилий от неподвижной нагрузки 
в плоских статически определимых стержневых конструкциях..................................34 
М-3. Методы определения внутренних усилий от подвижной нагрузки 
в плоских статически определимых стержневых конструкциях..................................64   
М-4. Определение перемещений в стержневых конструкциях ....................................91 
М-5. Методы определения внутренних усилий от неподвижной нагрузки  
в плоских статически неопределимых стержневых конструкциях............................123 
РУКОВОДСТВО К ПРАКТИЧЕСКИМ ЗАНЯТИЯМ.................................................145 
1. Введение.......................................................................................................................146 
2. Цели и содержание занятий .......................................................................................146 
ТЕМА № 1. Определение опорных реакций в плоских статически  
определимых стержневых конструкциях .....................................................................146 
ТЕМА № 2. Кинематический анализ плоских стержневых конструкций.................150 
ТЕМА № 3. Построение эпюр внутренних усилий в многопролетных 
шарнирных балках .........................................................................................................152 
ТЕМА № 4. Построение линий влияния в многопролетных  
шарнирных балках ..........................................................................................................156 
ТЕМА № 5. Определение по линиям влияния внутренних усилий  
в многопролетных шарнирных балках .........................................................................159   
ТЕМА № 6. Построение эпюр внутренних усилий в статически  
определимых рамах ........................................................................................................163 
ТЕМА № 7. Определение внутренних усилий в стержнях  
плоских ферм ..................................................................................................................168 
ТЕМА № 8. Построение линий влияния внутренних усилий  
простых ферм ..................................................................................................................172 
ТЕМА № 9. Определение внутренних усилий в трехшарнирной арке .....................176 
ТЕМА № 10. Определение перемещений в статически определимых  
рамах от действия нагрузки ...........................................................................................180 
ТЕМА № 11. Определение перемещений в статически определимых  
рамах  от действия температуры и осадки опор ..........................................................183 
ТЕМА № 12. Определение степени статической неопределимости..........................187 
ТЕМА № 13. Расчет методом сил плоских статически 
неопределимых рам на действие нагрузки ...................................................................189 
ТЕМА № 14. Расчет методом перемещение плоских статически  
неопределимых рам на действие нагрузки ...................................................................197 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РАСЧЕТНО-ПРОЕКТИРОВОЧНЫМ   
РАБОТАМ........................................................................................................................208 
АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ.........................................213 
  4 
ПРЕДИСЛОВИЕ 
   
Учебно-методический комплекс по дисциплине «Строительная 
механика» предназначен для студентов второго курса очной формы обуче-
ния специальностей «Теплогазоснабжение, вентиляция и охрана воздуш-
ного бассейна», «Водоснабжение, водоотведение и охрана водных ресур-
сов», может быть полезен для студентов заочной формы обучения этих же 
специальностей. Объем изучаемой дисциплины в соответствии с учебным 
планом дневной формы обучения составляет 64 часа, в том числе 32 часа 
лекций и 32 часа практических занятий.  
Данная дисциплина относится к циклу общепрофессиональных дис-
циплин и занимает важное место при формировании базы знаний в области 
проектирования, сооружения и эксплуатации строительных сооружений. 
Без знания изучаемых в дисциплине методов расчета несущих конструк-
ций на прочность, жесткость и устойчивость невозможна подготовка со-
временного инженера-строителя.  
Учебно-методический комплекс включает следующие структурно 
взаимосвязанные и взаимодополняющие компоненты: введение в изучение 
курса, модули лекционного курса, руководство к практическим занятиям, 
методические указания к расчетно-проектировочным работам и алфавит-
ный указатель основных понятий. Предисловие, введение в изучение кур-
са, модули лекционного курса и алфавитный указатель основных понятий 
написаны доц., к.т.н. Л.С. Турищевым, руководство к практическим заня-
тиям написано ст. преп., к.т.н. О.В. Коробовым, методические указания к 
расчетно-проектировочным работам – ст. преп. В.К. Родионовым.  
Комплекс преследует цель помочь студентам освоить классические 
методы строительной механики. При изложении материала основной упор 
делается на объяснение сути изучаемых методов и иллюстрации их алго-
ритмов, позволяющих решать инженерные задачи.  
Надлежащее освоение методов решения задач строительной механи-
ки является необходимым условием успешного выполнения расчетно-
проектировочных работ и курсовых проектов при изучении дисциплин, 
связанных с расчетом и конструированием инженерных коммуникаций 
строительных сооружений.    
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М-0. ВВЕДЕНИЕ В ИЗУЧЕНИЕ КУРСА  
 
0.1. Цель и задачи курса 
 
Цель курса «Строительная механика» заключается в изучении ос-
новных методов расчета несущих конструкций жилых, общественных и 
промышленных зданий на прочность и жесткость и в приобретении навы-
ков их практической реализации.  
Курс изучается на протяжении одного семестра, и его задачами яв-
ляются: 
− освоение приемов установления кинематических и статических 
признаков конструкций; 
− изучение методов определения внутренних усилий от неподвиж-
ной нагрузки для отдельных видов плоских статически определимых 
стержневых конструкций; 
− изучение методов определения внутренних усилий от подвижной 
нагрузки для простых и многопролетных статически определимых балок; 
− изучение методов определения перемещений в плоских статически 
определимых стержневых конструкциях; 
− изучение основных методов расчета плоских статически неопре-
делимых стержневых конструкций. 
При изучении курса выполняются две расчетно-проектировочные 
работы: 
РПР № 1 «Расчет статически определимой многопролетной балки»; 
РПР № 2 «Расчет плоской статически неопределимой рамы мето-
дом сил». 
В результате изучения курса: 
1. Необходимо знать: 
− классификацию стержневых систем по кинематическим и статиче-
ским признакам; 
− статический метод определения внутренних усилий от неподвиж-
ной нагрузки для плоских статически определимых стержневых систем; 
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− определение внутренних усилий от подвижной нагрузки с помо-
щью теории линий влияния; 
− аналитическую форму определения перемещений от различных 
внешних воздействий для плоских статически определимых стержневых 
систем; 
− расчет плоских статически неопределимых стержневых конструк-
ций методами сил и перемещений. 
2. Необходимо уметь: 
− выполнять кинематический анализ для плоских стержневых кон-
струкций; 
− определять внутренние усилия от неподвижной нагрузки для ста-
тически определимых многопролетных балок, плоских ферм и трехшар-
нирных арок; 
− строить линии влияния внутренних усилий для простых и много-
пролетных статически определимых балок;  
− определять по линиям влияния внутренние усилия от подвижной и 
неподвижной нагрузок; 
− определять перемещения для основных видов плоских статически 
определимых стержневых конструкций от неподвижной нагрузки, темпе-
ратуры и осадки опор; 
− определять методом сил и методом перемещений внутренние уси-
лия для плоских статически неопределимых стержневых конструкций. 
 
0.2. Связь курса с другими дисциплинами 
 
Для успешного изучения строительной механики необходимы зна-
ния следующих дисциплин: 
1) математика; 
2) физика; 
3) теоретическая механика; 
4) сопротивление материалов; 
5) информатика. 
В свою очередь, знания по строительной механике являются необхо-
димым условием успешного изучения ряда дисциплин специального цик-
ла, связанных с расчетом, конструированием и возведением инженерных 
коммуникаций строительных сооружений. 
В их числе: 
– «Архитектура зданий и строительные конструкции»; 
– «Строительные материалы»; 
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– «Технология строительных и монтажных работ»; 
– «Механика грунтов, основания и фундаменты»; 
– «Метрология, стандартизация и управление качеством». 
 
0.3. Структура учебно-методического комплекса 
 
Учебно-методический комплекс изучаемого курса включает в себя 
лекционный курс, руководство к практическим занятиям и методические 
указания для выполнения расчетно-проектировочных работ.  
Лекционный курс состоит из следующих модулей:  
М-1. Введение в строительную механику. 
М-2. Определение внутренних усилий от неподвижной нагрузки в 
плоских статически определимых стержневых конструкциях. 
М-3. Определение внутренних усилий от подвижной нагрузки в пло-
ских статически определимых стержневых конструкциях. 
М-4. Определение перемещений в плоских стержневых конструкциях. 
М-5. Определение внутренних усилий от неподвижной нагрузки в 
плоских статически неопределимых стержневых конструкциях. 
 
0.4. Рейтинговая система контроля 
 
Для оценки успешности изучения строительной механики использу-
ется рейтинговая система контроля. Согласно этой системе различные со-
ставляющие успешности изучения студентом дисциплины в семестре оце-
ниваются в баллах. Используются следующие составляющие успешности 
изучения строительной механики: 
− отношение к изучению дисциплины; 
− уровень знаний и умений;  
− творческая активность;  
− результаты итогового контроля.  
Отношение студента к изучению строительной механики в семестре 
характеризуется отсутствием пропусков учебных занятий без уважитель-
ных причин и своевременностью выполнения и защиты расчетно-проек-
тировочных работ. Добросовестное отношение студента оценивается в 100 
баллов, в том числе 50 баллов за 100 %-ное посещение занятий и 50 баллов 
за своевременное выполнение и защиту РПР. 
Уровень знаний и умений студента в течение семестра устанавлива-
ется с помощью четырех коллоквиумов. Наивысшая оценка по каждому из 
них составляет 100 баллов. 
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Творческая активность студента при изучении строительной механи-
ки характеризуется: 
− высокими результатами на Республиканских олимпиадах по 
строительной механике; 
− научными публикациями, имеющими отношение к строительной 
механике;  
− успешным участием в олимпиадах по строительной механике на 
внутриуниверситетских турах; 
− изучением внепрограммных материалов и составлением по ним 
рефератов. 
Наивысшая оценка за творческую активность составляет 1000 бал-
лов. Конкретная величина такой оценки устанавливается преподавателем, 
который руководил творческой деятельностью студента, в зависимости от 
уровня творческих достижений и утверждается на заседании кафедры. 
Итоговый контроль успешности изучения строительной механики 
осуществляется на экзаменах. Наивысшая оценка на экзамене составляет 
1000 баллов. Конкретная величина такой оценки устанавливается экзаме-
натором на основании семестровых баллов и баллов, заработанных при 
выполнении экзаменационных заданий.  
Сумма баллов, заработанных студентом в течение семестра и на эк-
замене, образует рейтинг обучения строительной механике в семестре. 
Изучение строительной механики считается успешным, если рейтинг 
удовлетворяет условию 600≥ . 
Если студент в течение семестра наберет число баллов, удовлетво-
ряющее условию 600≥ , то он имеет право выбора – не сдавать экзамен и 
получить итоговую оценку согласно специальной шкале перевода в соот-
ветствии с количеством набранных баллов или сдавать экзамен с целью 
повышения своей оценки.   
Перевод рейтинга обучения студента в официальную десятибалль-
ную систему оценок осуществляется согласно следующей шкале перевода: 
 
1 2 3 4 5 
0 300iR≤ <  300 500iR≤ <  500 600iR≤ <  600 650iR≤ <  650 700iR≤ <  
 
6 7 8 9 10 
700 800iR≤ <
 
800 850iR≤ <  850 950iR≤ <  950 975iR≤ <  975 iR≤  
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0.5. Карта контроля изучения курса 
 
№ недели Форма контроля 
6 Контрольная работа, связанная с проверкой усвоения содержания моду-
лей 1 и  2 
7 Защита расчетно-проектировочной работы № 1 
10 Контрольная работа, связанная с проверкой усвоения содержания моду-
лей 3 и 4 
14 Защита расчетно-проектировочной работы № 2 
16 Контрольная работа, связанная с проверкой усвоения содержания модуля 5 
 
0.6. Литература 
 
При изучении курса в дополнение к настоящему учебно-методи-
ческому комплексу рекомендуется использование следующей литературы: 
 
Основная 
1. Клейн, Г.К. Руководство к практическим занятиям по строитель-
ной механике / Г.К. Клейн [и др.]. – М.: Высш. шк., 1980. 
2. Смирнов, А.В. Строительная механика / А.В. Смирнов, С.А. Ива-
нов, М.А. Тихонов. – М.: Стройиздат, 1984. 
3. Снитко, Н.К. Строительная механика / Н.К. Снитко. – М.: Высш. 
шк., 1980. 
4. Рабинович, И.М. Основы строительной механики стержневых сис-
тем / И.М. Рабинович. – М.: Стройиздат, 1960. 
 
Дополнительная 
5. Дарков, А.В. Строительная механика / А.В. Дарков, Н.Н. Шапош-
ников. – М.: Высш. шк., 1986. 
6. Дарков, А.В. Строительная механика / А.В. Дарков, В.И. Кузнецов. – 
М.: Высш. шк., 1962. 
7. Киселев, В.А. Строительная механика. Общий курс / В.А. Киселев. – 
М.: Стройиздат, 1986. 
8. Селюков, В.М. Расчетно-проектировочные работы по строитель-
ной механике / В.М. Селюков. – Минск: Выш. шк. 1982. 
9. Снитко, Н.К. Строительная механика / Н.К. Снитко. – М.: Высш. 
шк., 1972. 
10. Смирнов, А.Ф. Строительная механика. Стержневые системы / 
А.Ф. Смирнов [и др.]. – М.: Стройиздат, 1981. 
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М-1. ВВЕДЕНИЕ В СТРОИТЕЛЬНУЮ МЕХАНИКУ 
 
1.0. Введение в модуль  
 
Строительная механика является базовой дисциплиной при форми-
ровании знаний и умений в области расчетов и конструирования несущих 
конструкций строительных сооружений. 
Основными целями модуля являются: 
− знакомство с понятиями несущей конструкции и несущей системы 
сооружения; 
− введение понятий расчетной модели и расчетной схемы сооружения; 
− изучение приемов классификации сооружений по статическим и 
кинематическим свойствам. 
Структура модуля включает следующие учебные элементы: 
1. Значение строительной механики в подготовке инженера-
строителя. 
2. Расчетная модель конструкции. 
3. Кинематический анализ плоских стержневых конструкций. 
При изучении учебных элементов рекомендуется использование сле-
дующей литературы: [2, c. 6 – 14]; [3, c. 5 – 26]; [4, c. 15 – 32]; [5, c. 14 – 26], 
[6, c. 9 – 24], [7, c. 4 – 32], [9, c. 5 – 26], [10, c. 5 – 21, 28 – 46]. 
 
1.1. Значение строительной механики в подготовке  
инженера-строителя 
 
1.1.1. Понятие о несущей конструкции и несущей системе 
Строительная деятельность человека в современных условиях связа-
на с возведением различных видов искусственных сооружений: 
− жилые здания; 
− общественные здания; 
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− промышленные здания; 
− специальные инженерные сооружения (мосты, тоннели, трубопро-
воды, резервуары и др.). 
Как и все в окружающей человека живой и неживой природе, созда-
ваемые им искусственные сооружения состоят из некоторых конструктив-
ных элементов, предназначенных для выполнения определенных функций. 
Конструктивные элементы жилых, общественных и промышленных зда-
ний, прежде всего, должны выполнять две функции – ограждающую и не-
сущую. 
Выполняя ограждающую функцию, конструктивные элементы обес-
печивают создание соответствующих условий внутри здания, необходи-
мых для поддержания того или иного вида деятельности человека или его 
существования, и придают зданию определенный внешний вид. Элементы, 
выполняющие такую функцию, называются ограждающими конструкция-
ми. Примерами конструкций такого рода являются навесные стеновые па-
нели, окна, двери. 
Конструктивные элементы, выполняющие несущую функцию и 
обеспечивающие безопасное восприятие зданиями внешних воздействий, 
называются несущими конструкциями. Примерами простейших несущих 
конструкций являются фундаменты, колонны, балки, плиты перекрытий. 
В ряде случаев конструкции зданий могут выполнять одновременно 
обе функции – несущую и ограждающую. Например, наружные кирпичные 
стены жилых и общественных зданий, плиты покрытия одноэтажных про-
мышленных зданий. 
Несущие конструкции здания, соединенные между собой в единое 
целое, образуют его несущую систему – пространственную конструктив-
ную основу здания, которая обеспечивает его долговременное и безопас-
ное существование. Примерами несущих систем являются рамные каркасы 
многоэтажных промышленных зданий, рамно-связевые каркасы одноэтаж-
ных промышленных зданий, панельные системы жилых многоэтажных 
зданий. В дальнейшем для краткости несущую систему здания или его от-
дельную несущую конструкцию будем называть конструкцией.  
 
1.1.2. Предмет строительной механики 
Проектируемые и возводимые инженером-строителем здания долж-
ны сочетать в себе, как минимум, три свойства: функциональность, эсте-
тичность, надежность или долговечность существования. При этом при-
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оритет принадлежит долговечности существования зданий, которая прак-
тически полностью зависит от поведения его конструкций. 
Для того чтобы здание могло после возведения длительное время на-
дежно функционировать, его конструкции должны обладать тремя свойст-
вами – прочностью, устойчивостью и жесткостью. 
Прочность заключается в свойстве конструкции сопротивляться 
разрушению в целом или отдельных ее элементов.  
Устойчивость состоит в способности конструкции сохранять задан-
ное положение в пространстве и исходную форму равновесия в деформи-
рованном состоянии.  
Жесткость конструкции характеризуется способностью сопротив-
ляться возникновению в ней перемещений.  
Разработкой принципов и методов расчета конструкций на проч-
ность, устойчивость и жесткость и занимается строительная механика.  
Расчет конструкций сооружений на прочность и устойчивость пре-
следует цель обеспечить безопасность и долговечность этих сооружений в 
сочетании с их экономичностью.  
Расчет конструкций сооружений на жесткость преследует цель не 
допустить возникновения больших перемещений, хотя и безопасных для 
сооружения по условию прочности, но препятствующих его нормальной 
эксплуатации.  
Расчеты конструкций включают два этапа. На первом этапе опреде-
ляют внутренние усилия и перемещения, возникающие в конструкции. На 
втором этапе, исходя из условий прочности, жесткости и устойчивости, 
определяют характерные геометрические размеры новой конструкции или 
проверяют достаточность таких размеров существующей конструкции.  
Среди встречающихся в инженерной практике конструкций весьма 
широкий класс образуют стержневые системы, представляющие собой 
различные объединения стержней. Разработкой методов определения 
внутренних усилий и перемещений для таких конструкций занимается 
строительная механика стержневых систем. Дальнейшее изучение методов 
расчета конструкций будет, в основном, уделено первому этапу расчета 
плоских стержневых конструкций: многопролетных балок, ферм, рам, и 
других систем. 
Второй этап расчета для стержневых конструкций осуществляется 
так же, как и для отдельного стержня – простейшей стержневой конструк-
ции. Различные виды простых и сложных нагружений (растяжение, сжа-
тие, изгиб, кручение, кручение с изгибом и т.д.) отдельного стержня изу-
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чались в курсе сопротивления материалов. Рассмотренные там методы оп-
ределения геометрических характеристик поперечных сечений отдельного 
стержня или проверки их достаточности, исходя из условий прочности, 
жесткости и устойчивости, применимы и для стержневых конструкций.  
 
1.2. Расчетная модель конструкции 
 
При расчете конструкций для их описания используется схематиза-
ция – основной прием, применяемый при изучении реальных объектов и 
процессов. Это позволяет исключить из расчета второстепенные факторы, 
оказывающие несущественное влияние на его достоверность и точность.  
Совокупность схематизированных описаний геометрической формы, 
материала и внешних воздействий реальной конструкции, используемых 
при ее расчете, образует расчетную модель конструкции. 
 
1.2.1. Расчетная схема конструкции 
Геометрическая форма конструкции образуется совокупностью от-
дельных элементов, соединенных между собой и с основанием в единое 
целое. Основные типы простейших конструктивных элементов (массивное 
тело, пластина, оболочка, прямолинейный и криволинейный стержни) при-
ведены на рис. 1.1.  
 
 
 Рис. 1.1 
 
Как уже отмечалось, при расчете конструкции используется не ее ре-
альное, а упрощенное изображение, которое отражает наиболее сущест-
венные особенности геометрической формы, определяющие восприятие 
конструкцией внешних воздействий. Это упрощенное идеализированное 
изображение формы конструкции, применяемое при ее расчете, и называ-
ется расчетной схемой конструкции.  
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Упрощение геометрической формы конструкции осуществляется за 
счет схематизации изображения образующих ее элементов, их узловых со-
единений и опорных закреплений. Так, например, при изображении рам-
ной конструкции стержни заменяются осями, поперечные сечения стерж-
ней независимо от их формы характеризуются в общем виде численными 
значениями площадей и моментов 
инерции, реальные узловые и опорные 
соединения заменяются их идеализиро-
ванными образами. Основные типы 
идеализированных узловых соединений 
конструктивных элементов – жесткий 
узел, шарнирный узел (цилиндриче-
ский или шаровой шарниры), комбини-
рованный узел, упругоподатливый узел – приведены на рис. 1.2. 
Основные типы опирания – защемляющая неподвижная и подвижная 
опоры, цилиндрическая неподвижная и подвижная опоры, шаровая непод-
вижная, линейно- и плоскоподвижные опоры показаны на рис. 1.3. 
 
 
 
 Рис. 1.3 
 
1.2.2. Инженерная модель материала 
Большое значение для обеспечения долговечности работы конструк-
ции играет материал, из которого она выполнена. Поэтому схематизация 
свойств реальных материалов является важным моментом при образовании 
расчетной модели конструкции.  
Основными конструкционными материалами строительных соору-
жений являются сталь, бетон, железобетон, древесина, кирпичная кладка. 
Рис. 1.2 
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В строительной механике принято рассматривать все материалы, незави-
симо от особенностей их микроструктуры, как воображаемую сплошную 
однородную среду.  
Среда называется сплошной, если она непрерывна в любом объеме 
и обладает в нем массой. Вследствие свойства непрерывности к такой 
среде для анализа ее поведения можно применять дифференциальное ис-
числение.  
Под однородностью среды понимается независимость механических 
свойств от величины выделенного из нее объема. Кроме того, сплошная 
среда, в случае независимости механических свойств реальных материалов 
от угловой ориентации, наделяется свойством изотропии. В противном 
случае среда считается анизотропной. 
Сплошная однородная среда, наделенная основными свойствами де-
формируемости реальных материалов – упругостью, пластичностью и пол-
зучестью, – образует инженерную модель материала. Некоторые виды 
простейших инженерных моделей материала приведены на рис 1.4: линейно-
упругий материал (рис. 1.4, а), нелинейно-упругий материал (рис. 1.4, б), иде-
альный упругопластический материал (рис. 1.4, в), упругопластический 
материал с линейным упрочнением (рис. 1.4, г). 
 
 
 Рис. 1.4 
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1.2.3. Виды внешних воздействий 
Ответственным моментом при расчете конструкции является чис-
ленное задание внешних воздействий, которые возможны при эксплуата-
ции строительного сооружения.  
Различают следующие основные виды внешних воздействий: 
− силовое воздействие; 
− температурное воздействие; 
− кинематическое воздействие. 
Силовое воздействие порождается активными внешними силами, 
действующими на строительные сооружения, и называется нагрузкой. На-
грузка характеризуется тремя параметрами – величиной, направлением и 
местом приложения. Нагрузки принято различать по характеру изменения 
во времени, по продолжительности действия на сооружение и по условиям 
эксплуатации сооружения.  
По характеру изменения нагрузки во времени различают статическое и 
динамическое нагружения сооружений и соответствующие им методы стати-
ческого и динамического расчетов. При статическом нагружении величина, 
направление и положение внешних сил принимаются при расчете не завися-
щими от времени. При динамическом нагружении хотя бы один из трех па-
раметров внешних сил изменяется во времени с конечной скоростью.  
По продолжительности действия на сооружение нагрузки подразде-
ляются на постоянные и временные. Постоянные нагрузки действуют на 
сооружение в течение всего времени эксплуатации, а временные – в от-
дельные промежутки времени его эксплуатации.  
По условиям эксплуатации сооружения нагрузки бывают норматив-
ными и расчетными. Нормативные нагрузки соответствуют нормальным 
условиям эксплуатации сооружения, а расчетные – условиям эксплуатации 
сооружения в предельном состоянии. 
Температурное воздействие является результатом теплового взаи-
модействия строительного сооружения с окружающей средой.  
Различают следующие виды таких воздействий: 
− климатические воздействия, обусловленные изменением темпера-
туры окружающего воздуха вследствие солнечной радиации; 
− технологические воздействия, обусловленные изменением темпера-
туры окружающего воздуха вследствие тепловых технологических излучений. 
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В дальнейшем для краткости такие воздействия будем называть тем-
пературой. 
Перемещения, действующие на конструктивные элементы сооруже-
ния или на его опорные закрепления, называются кинематическим воз-
действием.  
Различают следующие виды кинематических воздействий: 
− неравномерная деформация основания сооружения, которую часто 
называют осадкой опор; 
− воздействие усадки и ползучести материала сооружения. 
Перечисленные виды внешних воздействий являются результатом 
проявления во времени взаимодействия сооружения с окружающей его 
средой и находящихся на нем материальных тел. Точное задание внешних 
воздействий связано с большими трудностями, так как они представляют 
собой сложные процессы, а характеризующие их числовые величины, как 
правило, принимают недетерминированные значения.  
Поэтому схематизация внешних воздействий, прежде всего, заклю-
чается в том, что они не оцениваются в каждом частном случае многочис-
ленными случайными величинами, а задаются детерминировано согласно 
узаконенным строительным нормам и правилам «Нагрузки и воздействия». 
В этих нормах параметры реальных внешних воздействий заменяются эк-
вивалентными значениями, полученными на основе обработки статистиче-
ских данных для различных типов сооружений и их конструкций. Кроме 
того, может упрощаться способ приложения нагрузки. Эквивалентная на-
грузка обычно прикладывается равномерно распределенной по площади, 
хотя в действительности это бывает не часто. В случае малости площади 
приложения распределенная нагрузка заменяется сосредоточенной силой, 
чего для реальных конструкций не бывает вообще.  
Вычисление величин внешних воздействий, как правило, не входит в 
задачу строительной механики. Методы расчета конструкций, предлагае-
мые строительной механикой, являются универсальными и не зависят от 
конкретных числовых значений внешних воздействий и способов их при-
ложения. Внешние воздействия в строительной механике считаются за-
данными в общем виде. Вопросы задания конкретных внешних воздейст-
вий рассматриваются в курсах, посвященных проектированию строитель-
ных конструкций из определенного конструкционного материала (металл, 
железобетон и т.д.). 
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1.2.4. Понятие о линейно и нелинейно деформируемых системах 
Основным видом внешнего воздействия на конструкцию является 
нагрузка. При статическом нагружении конструкция деформируется и на-
ходится в состоянии равновесия, которое характеризуется внутренними 
усилиями и перемещениями. Напряженно-деформированное состояние 
конструкции рассматривается как фи-
зический процесс. Рост нагрузки на 
конструкцию возможен до тех пор, по-
ка не будет достигнута величина, отве-
чающая предельному состоянию кон-
струкции по прочности. Такое значе-
ние нагрузки называется несущей спо-
собностью конструкции. 
Каждое отдельное состояние 
равновесия конструкции может рас-
сматриваться как некоторая точка на 
координатной плоскости «параметр 
нагрузки – характерное перемещение» 
(рис. 1.5, а). Тогда совокупность со-
стояний равновесия, соответствующих 
различным уровням нагружения конст-
рукции вплоть до исчерпания несущей 
способности, будет описываться некоторой линией (рис. 1.5, б). 
Такую линию принято называть кривой состояний равновесия. По 
виду очертания этой кривой конструкции, а точнее их расчетные модели, 
подразделяются на линейно и нелинейно деформируемые системы.  
Расчетная модель конструкции, у которой между нагрузкой и вызы-
ваемыми ею перемещениями, а также внутренними усилиями принимается 
прямая пропорциональная зависимость, называется линейно деформи-
руемой системой. Данная модель лежит в основе линейной теории рас-
чета конструкций. 
Для того чтобы реальную конструкцию можно было рассматривать 
как линейно деформируемую, необходимо чтобы материал конструкции 
подчинялся закону Гука, а возникающие перемещения были малы по срав-
нению с первоначальными размерами конструкции.  
Рис. 1.5 
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Применение линейной теории позволяет существенным образом упро-
стить расчет реальных конструкций. Это связано с использованием принципа 
независимости действия сил и принципа неизменности начальных размеров, 
которые справедливы только для линейно деформируемых систем. 
Суть принципа независимости действия сил (принципа суперпо-
зиции) заключается в том, что при действии на конструкцию нескольких 
нагрузок возникающие внутренние усилия и перемещения равняются сум-
ме внутренних усилий и перемещений от действия каждой нагрузки в от-
дельности.  
Суть принципа неизменности начальных размеров (принципа ма-
лости перемещений) заключается в том, что при составлении уравнений 
равновесия конструкции не учитываются изменения ее формы и размеров 
вследствие деформирования. Он позволяет вести расчет конструкции не по 
неизвестному конечному деформированному состоянию, а по ее заданному 
начальному состоянию. Принцип был сформулирован в первой четверти 
XIX века французским инженером и ученым Луи Навье.  
Однако применение линейной теории расчета конструкций имеет 
свои границы. Во-первых, начиная с определенного уровня напряженного 
состояния, закон Гука для строительных материалов перестает соблюдать-
ся и зависимость между напряжениями и деформациями становится нели-
нейной. И, во-вторых, форма и размеры конструкции могут в процессе на-
гружения существенно изменяться, и в этом случае принцип неизменности 
начальных размеров становится неприемлемым. В этих случаях расчет ре-
альных конструкций ведут с использованием методов нелинейной строи-
тельной механики. Такие методы расчета основываются на понятии нели-
нейно деформируемой системы.  
Нелинейно деформируемой системой называется расчетная модель 
конструкции, у которой между нагрузкой и вызываемыми ею перемеще-
ниями принимается нелинейная зависимость. Принято различать геомет-
рически и физически нелинейные системы. 
Геометрически нелинейная система – это система, у которой не-
линейная зависимость между нагрузкой и перемещениями обусловливает-
ся отказом от принципа неизменности начальных размеров.  
Физически нелинейная система – это система, у которой появле-
ние нелинейной зависимости между нагрузкой и перемещениями связано с 
заменой закона Гука нелинейными зависимостями между напряжениями и 
деформациями.  
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1.3. Кинематический анализ плоских  
стержневых конструкций 
 
1.3.1. Разделение расчетных схем конструкций по статическим 
признакам 
По статическим признакам расчетные схемы конструкций подразде-
ляются на статически определимые, статически неопределимые и статиче-
ски противоречивые системы. В основе такого разделения расчетных схем 
лежит разрешимость уравнений статики, которые описывают состояние 
равновесия рассматриваемой конструкции.  
Расчетная схема конструкции считается статически определимой 
системой, если при произвольной статической нагрузке опорные реакции 
и внутренние усилия, возникающие в конструкции, могут быть найдены из 
уравнений статики единственным и определенным образом.  
Расчетная схема конструкции считается статически неопределимой 
системой, если уравнений статики недостаточно для однозначного опре-
деления опорных реакций и внутренних усилий, возникающих в конструк-
ции при произвольной статической нагрузке. Определение искомых вели-
чин единственным и определенным образом возможно лишь из совместно-
го рассмотрения уравнений статики и условий, характеризующих дефор-
мацию конструкции. 
Расчетная схема конструкции считается статически противоречи-
вой системой, если она, из-за встречающихся противоречий или наложе-
ния ограничений на вид нагрузки, не удовлетворяет уравнениям статики. 
Поскольку такие системы при действии произвольной статической нагруз-
ки не могут находиться в равновесии, то они не допускаются в качестве 
расчетных схем строительных конструкций.  
Таким образом, статический признак расчетной схемы конструкции 
существенным образом влияет как на метод определения внутренних уси-
лий, так и на возможность ее использования при расчете конструкции. По-
этому расчет конструкции следует начинать с выяснения статического 
признака применяемой расчетной схемы.  
Установление такого признака обычно осуществляется путем сопос-
тавления числа уравнений статики и числа неизвестных величин, подле-
жащих определению. Считается, что в случае статически определимых 
систем число уравнений статики и число неизвестных величин одинако-
вые, а в случае статически неопределимых систем число уравнений стати-
ки меньше числа неизвестных величин. Однако такие соотношения явля-
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ются необходимым, но недостаточным условием для заключения о стати-
ческом признаке расчетной схемы конструкции и поэтому могут приво-
дить к неправильным выводам. 
 
1.3.2. Разделение расчетных схем конструкций по кинематическим 
признакам 
По кинематическим признакам расчетные схемы конструкций под-
разделяются на геометрически неизменяемые и геометрически изменяемые 
системы. В основе такого разделения расчетных схем лежит возможность 
возникновения в них перемещений без учета деформаций материала. 
Расчетная схема конструкции считается геометрически изменяемой 
системой, если она допускает относительные перемещения элементов без 
деформации материала. Такие системы бывают двух типов – с конечной 
изменяемостью и с мгновенной изменяемостью.  
В геометрически изменяемых системах с конечной изменяемостью 
могут возникать конечные относительные перемещения элементов без их 
деформации. В геометрически изменяемых системах с мгновенной изме-
няемостью могут возникать бесконечно малые относительные перемеще-
ния элементов без их деформации, после чего система становится геомет-
рически неизменяемой. Любая мгновенно изменяемая система представля-
ет собой вырожденный случай некоторой неизменяемой системы.  
Геометрически изменяемые системы с любым типом изменяемости 
не допускаются в качестве расчетных схем строительных конструкций. 
Хотя после нагружения мгновенно изменяемые системы и становятся гео-
метрически неизменяемыми, но возникающие при этом в них внутренние 
усилия имеют очень большие значения и конструкция или разрушится, или 
значительно деформируется.  
Расчетная схема конструкции считается геометрически неизменяе-
мой системой, если она не допускает относительные перемещения эле-
ментов без деформации материала. Такие системы бывают двух типов – с 
необходимым числом элементов и с избыточным числом элементов. В сис-
темах первого типа удаление одного элемента обращает ее в геометриче-
ски изменяемую систему, а для систем второго типа этого не происходит. 
 
1.3.3. Взаимосвязь кинематических и статических признаков 
расчетных схем конструкций 
Кинематические признаки по сравнению со статическими признака-
ми расчетных схем являются более глубокими и физически более естест-
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венными. На их основании могут устанавливаться и статические признаки 
расчетных схем. 
Так как геометрически изменяемые системы допускают относитель-
ные перемещения элементов без деформации материала, то при действии 
произвольной статической нагрузки они не могут находиться в равнове-
сии. Поэтому геометрически изменяемые системы с любым типом изме-
няемости являются статически противоречивыми системами. 
Так как геометрически неизменяемые системы с необходимым чис-
лом связей не допускают относительные перемещения элементов без де-
формации материала, то при действии произвольной статической нагрузки 
они будут находиться в равновесии. Однако равновесие системы наруша-
ется после удаления одного элемента, и она становится статически проти-
воречивой. Поэтому геометрически неизменяемые системы с необходи-
мым числом связей являются статически определимыми системами.  
Геометрически неизменяемые системы с избыточными связями при 
действии произвольной статической нагрузки также будут находиться в рав-
новесии. Однако равновесие такой системы не нарушается после удаления 
одного элемента. Поэтому геометрически неизменяемые системы с избыточ-
ным числом элементов являются статически неопределимыми системами. 
  
1.3.4. Цель кинематического анализа и его основные понятия 
Раздел строительной механики, в котором предлагаются специаль-
ные приемы для установления кинематических признаков конструкций, 
называется кинематическим анализом. Его основными понятиями явля-
ются число степеней свободы, диск, узел, кинематическая связь. 
Числом степеней свободы какого-либо тела или системы тел назы-
вается количество независимых возможных перемещений тела или систе-
мы, которые происходят без деформаций материала. Будем обозначать 
число степеней свободы символом W .  
Диском является абсолютно твердое тело. На плоскости он обладает 
тремя степенями свободы 3=W . Его положение при движении может опи-
сываться двумя линейными перемещениями Cx  и Cy  некоторой произ-
вольной точки C и углом поворота Cα  любой прямой, проходящей через 
точку С (рис. 1.6, а).  
Примерами дисков служат различные конструктивные элементы, на-
пример, прямолинейный или криволинейный стержни, а также любая гео-
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метрически неизменяемая часть конструкции, например, шарнирно-
стержневой треугольник. 
Особое место среди дисков занимает основание, к которому кре-
пится рассматриваемая система тел. Поскольку для реальных конструк-
ций таким основанием является земная поверхность и при их расчетах 
не учитывается движение нашей планеты, то основание считается ус-
ловно неподвижным диском. Число степеней свободы такого диска при-
нимается 0=W , и в дальнейшем для краткости он будет называться 
«земля». 
 
Рис. 1.6 
 
Узлом считается любая точка системы тел, положение которой опи-
сывается независимо от тел системы. На плоскости узел обладает двумя 
степенями свободы 2=W . Его положение при движении характеризуется 
двумя линейными перемещениями Cx  и Cy  (рис. 1.6, б). Например, узлами 
могут являться центры шарнирных узлов конструкции, если сходящиеся в 
них стержни относить не к числу дисков, а рассматривать как кинематиче-
ские связи. 
Кинематической связью является механическое устройство, унич-
тожающее одну степень свободы. Если какое-либо устройство уничтожает 
более одной степени свободы, то оно эквивалентно соответствующему ко-
личеству связей.  
 
1.3.5. Виды кинематических связей 
Различают два вида кинематических связей – внутренние и внеш-
ние. Внутренние связи соединяют диски и узлы рассматриваемой системы, 
а внешние – это связи, соединяющие систему с «землей», т.е. опорные уст-
ройства конструкции. 
а) б) 
С 
x 
yC 
xC 
y
 
αC 
С xC 
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x 
y 
  
25 
Основными типами внутренних связей служат стержень, цилинд-
рический шарнир и монолитное соединение тел, или «припайка». По-
кажем, сколько степеней свободы уничтожает каждый тип внутренней свя-
зи на примере соединения с их помощью двух дисков.  
Стержень уничтожает одну степень свободы. Положение двух не-
связанных дисков характеризуется шестью независимыми перемещениями 
DDDCCC yxyx ϕα  , , , , ,  (рис. 1.7, а).  
После соединения дисков стержнем число таких перемещений 
уменьшается на единицу и положение системы характеризуется двумя ли-
нейными перемещениями ,  С Cx y  и тремя угловыми перемещениями 
γβϕ  , ,C  (рис. 1.7, б).  
 
 
 Рис. 1.7 
 
Цилиндрический шарнир уничтожает две степени свободы. После 
соединения двух дисков цилиндрическим шарниром число независимых 
перемещений, описывающих положение системы, уменьшается на две 
единицы и характеризуется двумя линейными перемещениями ,  C Cx y  и 
двумя угловыми перемещениями βϕ  ,C  (рис. 1.8, а).  
Таким образом, цилиндрический шарнир эквивалентен двум кине-
матическим связям и может изображаться в виде двух стержней  
(рис. 1.8, б).  
И наоборот, два любых стержня, соединяющие два диска, могут рас-
сматриваться как некоторый фиктивный шарнир. Такой шарнир распола-
гается в точке пересечения этих стержней, которая определяет положение 
мгновенного центра вращения системы. В случае параллельности стерж-
ней такая точка лежит в бесконечности. 
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 Рис. 1.8 
 
Монолитное соединение уничтожает три степени свободы. После 
соединения двух дисков с помощью «припайки» число независимых пере-
мещений, описывающих положение системы, уменьшается на три единицы 
и характеризуется двумя линейными перемещениями ,  C Cx y  и одним уг-
ловым перемещением Cϕ  (рис. 1.9, а).  
Таким образом, монолитное соединение эквивалентно трем кинема-
тическим связям и может изображаться в виде трех стержней (рис. 1.9, б). 
Такие стержни не должны быть параллельны друг другу или пересекаться 
в одной точке. 
 
 
 Рис. 1.9 
 
Простейшими типами опорных устройств плоских стержневых 
конструкций являются цилиндрическая шарнирно-подвижная и шар-
нирно-неподвижная опоры, подвижная и неподвижная защемляющие 
опоры. Рассмотрим, сколько степеней свободы уничтожает каждый тип 
опорного устройства.  
Цилиндрическая шарнирно-подвижная опора уничтожает одну 
степень свободы. В дальнейшем для краткости такую опору будем назы-
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вать шарнирно-подвижной. Положение свободного диска характеризуется 
тремя независимыми перемещениями. После его присоединения к «земле» 
с помощью шарнирно-подвижной опоры число таких перемещений 
уменьшается на единицу, так как опора допускает вращение вокруг неко-
торой оси и поступательное перемещение параллельно определенной пря-
мой. Поэтому положение присоединенного к «земле» диска характеризует-
ся одним линейным и одним угловым перемещениями.  
 Таким образом, шарнирно-подвижная опора эквивалентна одной 
кинематической связи и может изображаться в виде стержня (рис. 1.10, а).  
Ось такого стержня направлена перпендикулярно к допускаемому 
опорой поступательному перемещению. 
 
 Рис. 1.10 
 
Цилиндрическая шарнирно-неподвижная опора уничтожает две 
степени свободы. В дальнейшем для краткости такую опору будем назы-
вать шарнирно-неподвижной. После присоединения диска к «земле» с по-
мощью шарнирно-неподвижной опоры число таких перемещений умень-
шается на две единицы, так как такая опора допускает только вращение 
вокруг некоторой оси. Поэтому положение присоединенного к «земле» 
диска характеризуется одним угловым перемещением.  
Таким образом, шарнирно-неподвижная опора эквивалентна двум 
кинематическим связям и может изображаться в виде двух стержней 
(рис. 1.10, б).  
Подвижная защемляющая опора уничтожает две степени свободы. 
После присоединения диска к «земле» с помощью подвижной защемляю-
щей опоры число таких перемещений уменьшается на две единицы, так 
как такая опора допускает только поступательное перемещение параллель-
но определенной прямой. Поэтому положение присоединенного к «земле» 
диска характеризуется одним линейным перемещением. 
а) б) 
в) г) 
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Таким образом, подвижная защемляющая опора эквивалентна двум 
кинематическим связям и может изображаться в виде двух параллельных 
стержней перпендикулярно к допускаемому опорой поступательному пе-
ремещению (рис. 1.10, в). Расстояние между стержнями считается беско-
нечно малой величиной. 
Неподвижная защемляющая опора уничтожает три степени сво-
боды, так как она не допускает никаких перемещений диска после присое-
динения к «земле». Неподвижная защемляющая опора эквивалентна трем 
кинематическим связям и может изображаться в виде сочетания шарнир-
но-подвижной и шарнирно-неподвижной опор, расстояние между которы-
ми считается бесконечно малой величиной (рис. 1.10, г). 
 
1.3.6. Подсчет числа степеней свободы для плоских стержневых 
конструкций 
Для подсчета числа степеней свободы конструкция представляется в 
виде кинематической цепи – совокупности дисков и узлов с наложенными 
на них внутренними и внешними связями. Внешние связи представляются 
в эквивалентном стержневом изображении.  
Кинематическая цепь состоит из элементов, приносящих степени 
свободы (диски, узлы) и уничтожающих их (шарниры, стержни, опорные 
стержни). С учетом числа степеней свободы, приносимых и уничтожаемых 
соответствующими элементами цепи, формула для подсчета числа степе-
ней свободы плоской стержневой конструкции в общем случае имеет вид 
                                оССШУДW −−−+= 223 .                              (1.1) 
Здесь Д – число дисков, У – число узлов, Ш – число шарниров, С – чис-
ло стержней внутри цепи, Со – число опорных стержней.  
Определение числа шарниров производится с учетом их кратности. Шар-
нир считается кратным, если он соединяет более двух дисков. Степень кратно-
сти такого шарнира на единицу меньше числа соединяемых дисков (рис. 1.11). 
Подсчет числа степеней свободы по формуле (1.1) не зависит от спо-
соба образования кинематической цепи и может приводить к следующим 
результатам:  
0  0 ≤> W,W . 
В случае 0>W  система является геометрически изменяемой, так как 
число степеней свободы, приносимых элементами цепи, превышает число 
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степеней свободы, выключаемых кинематическими связями. Условие гео-
метрической изменяемости 0>W  является необходимым и достаточным.  
В случае 0≤W  система является геометрически неизменяемой, так 
как число степеней свободы, уничтоженных кинематическими связями, 
превышает число степеней свободы, приносимых элементами цепи. Одна-
ко условие геометрической неизменяемости 0≤W  является необходимым, 
но не достаточным. Покажем это на частном примере. 
Для систем, показанных на рис. 1.12, число 0=W  и, следовательно, 
их все можно считать геометрически неизменяемыми системами. Однако в 
случае, показанном на рис. 1.12, а, система действительно геометрически 
неизменяемая, а в двух других случаях (рис. 1.12, б, в) системы геометри-
чески изменяемые, с мгновенной и конечной изменяемостью соответст-
венно. Причиной является неправильное или дефектное присоединение 
балки к основанию опорными стержнями, приводящее к возникновению 
перемещений балки относительно основания. 
 
 
 
 
Рис. 1.11 
 
Рис. 1.12 
 
Рассмотренные примеры подтверждают недостаточность подсчета 
числа степеней свободы для правильного заключения о кинематических 
свойствах конструкции при выполнении условия 0≤W . Поэтому подсчет 
числа степеней свободы в этих случаях дополняется анализом геометриче-
ской структуры конструкции.  
 
1.3.7. Анализ геометрической структуры плоских стержневых 
конструкций 
Анализ геометрической структуры конструкции заключается в по-
следовательном рассмотрении схем соединения кинематическими связями 
дисков и узлов кинематической цепи конструкции между собой и с осно-
ванием. Целью такого рассмотрения является поиск схем соединения, при-
водящих к возникновению мгновенного центра вращения для системы в 
а) 
б) 
в) 
Ш=1 Ш=n-1 
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целом или для отдельных ее частей. В случае обнаружения таких схем со-
единения делается вывод о геометрической изменяемости стержневой кон-
струкции, несмотря на полученный результат подсчета числа степеней 
свободы 0≤W . Поэтому для проведения анализа геометрической структу-
ры нужно иметь некоторые исходные схемы соединения, приводящие или 
не приводящие к появлению мгновенного центра вращения. 
Основные схемы соединения элементов кинематической цепи между собой  
Два диска, соединенные между собой тремя непараллельными и не пере-
секающимися в одной точке стержнями, образуют единый диск (рис. 1.13, а).  
Неправильное расположение стержней между дисками, приводящее 
к возникновению мгновенного центра, показано на рис. 1.13, б, в. 
 
 
 
  
Рис. 1.13 
 
Три диска, соединенные между собой тремя шарнирами, не лежащи-
ми на одной прямой, образуют единый диск (рис. 1.14, а).  
Неправильное расположение шарниров между дисками, приводящее 
к возникновению мгновенного центра, показано на рис. 1.14, б. 
Два диска, соединенные между собой при помощи шарнира и стерж-
ня, ось которого не проходит через центр шарнира, образуют единый диск 
(рис. 1.15, а). 
 
 
 
Рис. 1.14 
 
 
Рис. 1.15 
 
Неправильное расположение связей между дисками, приводящее к 
возникновению мгновенного центра, показано на рис. 1.15, б. 
а) б) 
б) а) 
  
31 
 Узел, присоединенный к диску 
с помощью двух стержней, не лежа-
щих на одной прямой, образуют еди-
ный диск (рис. 1.16, а). 
 Неправильное присоединение 
узла к диску, приводящее к возник-
новению мгновенного центра, показано на рис. 1.16, б. 
Три узла, соединенные между собой тремя стержнями и образующие 
шарнирно-стержневой треугольник, являются диском.  
Основные схемы присоединения элементов кинематической цепи к 
основанию 
Диск, присоединенный к основанию с помощью неподвижной за-
щемляющей опоры, образует с ним единый диск. 
Диск, присоединенный к основанию с помощью шарнирно-
неподвижной и шарнирно-подвижной опор, образует с ним единый 
диск (рис. 1.17, а). Такое присоединение диска к основанию называется 
балочной схемой опирания, и оно эквивалентно соединению двух дисков с 
помощью трех стержней, непараллельных и не пересекающихся в одной 
точке. Неправильное расположение опор, приводящее к образованию 
мгновенно изменяемой системы, показано на рис. 1.17, б. 
Два диска, соединенные шарниром и присоединенные к основанию с 
помощью двух шарнирно-неподвижных опор, образуют с ним единый диск 
(рис. 1.18, а).  
 
 
 
Рис. 1.17 
 
 
Рис. 1.18 
 
Такое присоединение двух дисков к основанию называется трехшар-
нирной схемой опирания, и оно эквивалентно соединению трех дисков с 
помощью трех шарниров, не лежащих на одной прямой. Неправильное 
взаимное расположение шарнира и опор, приводящее к образованию мгно-
венно изменяемой системы, показано на рис. 1.18, б. 
 
1.3.8. Порядок установления кинематических и статических  
признаков конструкции 
Для установления кинематических и статических признаков плоской 
стержневой конструкции необходимо: 
Рис. 1.16 
а) б) 
а) б) а) б) 
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− изобразить расчетную схему конструкции в виде кинематиче-
ской цепи; 
− подсчитать число дисков Д, число узлов У, число шарниров Ш, 
число стержней внутри цепи С, число опорных стержней Со; 
− подсчитать число степеней свободы кинематической цепи W; 
− если 0>W , сделать вывод о геометрической изменяемости и ста-
тической противоречивости конструкции; 
− если 0≤W , провести анализ геометрической структуры конструкции; 
− сделать вывод о кинематических и статических свойствах конструк-
ции с учетом результатов анализа геометрической структуры конструкции. 
 
1.4. Резюме 
 
Конструктивные элементы жилых, общественных и промышленных 
зданий, прежде всего, выполняют две функции – ограждающую и несущую. 
Конструктивные элементы, выполняющие несущую функцию и 
обеспечивающие безопасное восприятие зданиями внешних воздействий, 
называются несущими конструкциями. 
Для того чтобы здание могло после возведения длительное время на-
дежно функционировать, его несущие конструкции должны обладать тре-
мя свойствами – прочностью, устойчивостью и жесткостью. 
Разработкой принципов и методов расчета конструкций на проч-
ность, устойчивость и жесткость занимается строительная механика. 
Совокупность схематизированных описаний геометрической формы, 
материала и внешних воздействий реальной конструкции, используемых 
при ее расчете, образует расчетную модель конструкции. 
Расчетная модель конструкции, у которой между нагрузкой и вызывае-
мыми ею перемещениями, а также внутренними усилиями принимается прямая 
пропорциональная зависимость, называется линейно деформируемой системой.  
Нелинейно деформируемой системой называется расчетная модель 
конструкции, у которой между нагрузкой и вызываемыми ею перемеще-
ниями принимается нелинейная зависимость.  
По статическим признакам расчетные схемы конструкций подразде-
ляются на статически определимые, статически неопределимые и статиче-
ски противоречивые системы.  
По кинематическим признакам расчетные схемы конструкций под-
разделяются на геометрически неизменяемые и геометрически изменяемые 
системы. 
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Кинематические признаки по сравнению со статическими признака-
ми расчетных схем являются более глубокими. На их основании могут ус-
танавливаться и статические признаки расчетных схем. 
 
1.5. Материалы для самоконтроля 
 
Проверьте, как Вы усвоили следующие понятия, определения, алго-
ритмы и формулы: 
– строительная механика; 
– цели расчета сооружений; 
– основная задача строительной механики; 
– несущая система; 
– несущая конструкция; 
– внешнее воздействие; 
– расчетная модель; 
– расчетная схема; 
– инженерная модель материала; 
– состояние равновесия; 
– напряженно-деформированное состояние; 
– кривая равновесных состояний; 
– линейно деформируемая система; 
– принцип суперпозиции; 
– правило относительной жесткости; 
– нелинейно деформируемая система; 
– кинематический анализ; 
– число степеней свободы; 
– диск, узел, “земля”; 
– кинематическая связь; 
– кинематическая цепь; 
– формула для подсчета числа степеней свободы; 
– анализ геометрической структуры; 
– алгоритм кинематического анализа. 
Проверьте, как Вы умеете определять в стержневых системах: 
– опорные реакции; 
– число степеней свободы; 
– кинематические и статические свойства. 
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М-2. МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ  
ОТ НЕПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ В ПЛОСКИХ СТАТИЧЕСКИ  
ОПРЕДЕЛИМЫХ СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЯХ 
 
2.0. Введение в модуль 
 
Основными целями модуля являются: 
− рассмотрение числовых характеристик внутренних сил плоских 
стержневых конструкций; 
− знакомство с видами статически определимых стержневых конст-
рукций и их свойствами; 
− изучение методов определения внутренних усилий в статически 
определимых стержневых конструкциях. 
Структура изучаемого модуля включает следующие учебные элементы: 
1. Особенности расчета статически определимых конструкций. 
2. Аналитическое определение внутренних усилий в плоских рамах. 
3. Аналитическое определение внутренних усилий в многопролет-
ных шарнирных балках. 
4. Аналитическое определение внутренних усилий в плоских фермах. 
5. Аналитическое определение внутренних усилий в трехшарнир-
ных арках. 
При изучении учебных элементов рекомендуется использование сле-
дующей литературы: [1, c. 98 – 119]; [2, c. 43 – 58]; [3, c. 54 – 58, 63 – 88]; 
[4, c. 69 – 76]; [5, c. 36 – 48]. 
 
2.1. Особенности расчета статически определимых конструкций 
 
2.1.1. Внутренние силы и их числовые характеристики 
При расчете стержневой конструкции заданной геометрической 
формы из определенного конструкционного материала и с известными 
внешними воздействиями неизвестными величинами могут являться: 
1. Опорные реакции. 
2. Внутренние силы. 
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3. Размеры поперечных сечений конструктивных элементов. 
4. Перемещения конструкции.  
Из курса сопротивления материалов известно, что внутренние силы, 
возникающие в элементах стержневой конструкции, с помощью метода сече-
ний могут рассматриваться как внешние силы (рис. 2.1, а, б). Такой прием по-
зволяет включать внутренние силы в уравнения равновесия конструкции. 
 
 
Рис. 2.1 
 
Числовой мерой внутренних сил в произвольной точке поперечного 
сечения конструктивного элемента являются напряжения – полные p, 
нормальные σ и касательные τ (рис. 2.1, в). Напряжения численно харак-
теризуют интенсивность внутренних сил, приходящихся на единицу пло-
щади поперечного сечения. 
Для поперечного сечения в целом числовой ме-
рой внутренних сил являются составляющие главного 
вектора и главного момента таких сил при их приве-
дении к центру тяжести поперечного сечения. В пло-
ских стержневых конструкциях такими составляю-
щими являются продольная сила N, поперечная си-
ла Q и изгибающий момент M (рис. 2.2). Их принято 
называть внутренними усилиями конструкции, и они 
связаны с напряжениями следующими интегральными зависимостями: 
                         ∫∫∫ σ=τ=σ=
A
z
A
y
A
ydAMdAQdAN    ,    ,  .                     (2.1) 
Отличительной особенностью расчета статически определимых стерж-
невых конструкций является независимость определения опорных реакций и 
внутренних усилий от перемещений, возникающих в конструкции, и разме-
ров поперечных сечений ее конструктивных элементов. Это радикальным 
образом упрощает расчет таких конструкций, так как опорные реакции и 
внутренние усилия могут быть найдены из условий равновесия.  
При определении внутренних усилий в статически определимых 
стержневых конструкциях могут использоваться три формы – аналитиче-
Рис. 2.2 
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ская, графическая и матричная. Графическая форма в настоящее время 
утратила свою актуальность и практически при расчетах реальных конст-
рукций не применяется.  
 
2.1.2. Виды статически определимых конструкций и их свойства  
По геометрической структуре статически определимые стержневые 
конструкции можно разделить на два вида – простые и составные. Конст-
рукции первого вида, мысленно отделенные от «земли», являются диском 
(рис. 2.3). Примеры таких конструкций – консольная балка и рама с балоч-
ной схемой опирания, показанные на рис. 2.4.  
 
 
 
Рис. 2.3 
 
 
Рис. 2.4 
                                       
Конструкции второго вида состоят из элементов двух типов – основ-
ных и дополнительных. Отличительным признаком основных элементов 
является их геометрическая неизменяемость по отношению к «земле» без 
учета остальных элементов конструкции. Следовательно, основные эле-
менты служат основанием для опирания дополнительных элементов. По-
этому при расчете составных статически определимых стержневых конст-
рукций целесообразно использование монтажной схемы. Такая схема по-
казывает последовательность опирания частей составной конструкции на 
«землю» и друг на друга. Пример составной конструкции и ее монтажной 
схемы показан на рис. 2.5.  
Все статически определимые стержневые конструкции обладают ря-
дом общих свойств, существенно отличающих их от статически неопреде-
лимых стержневых конструкций. Следуя [4], рассмотрим эти свойства без 
доказательств. 
Первое свойство. Каждой нагрузке, приложенной к конструкции, 
соответствует единственная система значений опорных реакций и внут-
ренних усилий этой конструкции.  
Второе свойство. Нагрузка, приложенная к основному элементу со-
ставной конструкции, вызывает внутренние усилия только в этом элемен-
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те, а нагрузка, приложенная к дополнительному элементу, вызывает внут-
ренние усилия, как в нем, так и в элементах, на которые он опирается. Ил-
люстрация свойства приведена на рис. 2.6. 
 
 
 
Рис. 2.5 
 
 
Рис. 2.6 
 
Третье свойство. Уравновешенная нагрузка, приложенная к геомет-
рически неизменяемой части конструкции, вызывает внутренние усилия 
только в этой части, а в остальных частях конструкции они равны нулю. 
Иллюстрация свойства приведена на рис. 2.7. 
  
Рис. 2.7 
 
Четвертое свойство. Замена нагрузки, приложенной к некоторой 
геометрически неизменяемой части конструкции, эквивалентной нагрузкой 
не изменяет внутренних усилий в остальных частях конструкции. Иллюст-
рация свойства приведена на рис. 2.8.  
Пятое свойство. В статически определимых стержневых конструкци-
ях не возникают внутренние усилия от температурного воздействия, осадки 
опор и вследствие неточностей изготовления конструктивных элементов.  
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Рис. 2.8 
 
2.2. Аналитическое определение внутренних усилий в плоских рамах  
 
Аналитическая форма определения внутренних усилий в произ-
вольной плоской статически определимой стержневой конструкции осно-
вана на использовании уравнений и условий равновесия конструкции при 
действии некоторой нагрузки. Существует три разновидности аналитиче-
ской формы – статический метод, кинематический метод и метод заме-
ны связей. При определении внутренних усилий в рамных конструкциях 
обычно применяют статический метод. Поэтому далее рассмотрим только 
статический метод. 
Статический метод определения внутренних усилий основан на 
использовании метода сечений и рассмотрении условий равновесия рам-
ной конструкции в целом или отдельных ее частей. Искомые внутренние 
усилия находятся в виде функций, описывающих изменение внутренних 
усилий по длине конструктивных элементов. Графики таких функций на-
зываются эпюрами соответствующих внутренних усилий. 
Расчет рамных конструкций начинается с определения опорных реак-
ций. При балочной или консольной схеме опирания рамы для определения 
опорных реакций используется одна из разновидностей уравнений равнове-
сия системы сил, произвольно расположенных на плоскости. При трехшар-
нирной схеме опирания рамы указанные уравнения дополняются условиями 
равновесия отдельных частей рамы относительно промежуточного шарни-
ра. Для включения опорных реакций в уравнения равновесия и дополни-
тельные условия в качестве неизвестных величин их при помощи принципа 
освобождаемости от связей переводят в число внешних сил, приложенных к 
рамной конструкции в местах присоединения опорных закреплений.  
Для определения внутренних усилий в произвольном сечении неко-
торого элемента плоской рамной конструкции разделяем ее в этом сечении 
на две части (рис. 2.9) и заменяем удаленные связи их реакциями – внут-
ренними усилиями этого сечения. Обе части рамной конструкции под дей-
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ствием приложенных к ним внешних сил и внутренних усилий находятся в 
равновесии. Возможны две разновидности определения внутренних 
усилий статическим методом. 
 
 
Рис. 2.9  
 
Первая разновидность основана на применении уравнений рав-
новесия к одной из отделенных частей рамной конструкции. Такие урав-
нения имеют вид 
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екций внешних сил отделенной части рамной конструкции, соответствен-
но, на нормаль и касательную к оси стержня в сечении K. Решая уравнения 
(2.2), определяем внутренние усилия в сечении как некоторые функции ве-
личин, описывающих его положение, – координат сечения, угла наклона 
касательной или нормали. 
Вторая разновидность основана на использовании приема приведе-
ния системы сил к точке. Из условия равновесия рамной конструкции в 
целом следует, что главный вектор и главный момент внешних сил одной 
части как по величине, так и по направлению, совпадают с главным векто-
ром и главным моментом внутренних сил другой части. Поэтому, приводя 
внешние силы одной части конструкции к центру тяжести поперечного се-
чения другой части конструкции (рис. 2.10), можно найти внутренние уси-
лия без составления и решения уравнений равновесия. 
 
 
 
Рис. 2.10 
 
2.3. Аналитическое определение внутренних усилий  
в многопролетных шарнирных балках 
 
2.3.1. Понятие о многопролетных шарнирных балках  
Многопролетной шарнирной балкой (МШБ) называется геометри-
чески неизменяемая статически определимая стержневая конструкция, об-
разованная совокупностью однопролетных балок, соединенных между со-
бой промежуточными шарнирами. Пример простейшей МШБ показан на 
рис. 2.11. Такие конструкции появились в связи с необходимостью пере-
крывать большие пролеты, 
которые было невозможно 
перекрыть простой балкой. 
Одна из опор у такой конст-
 
 
 
 
Рис. 2.11 
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рукции обязательно должна быть неподвижной защемляющей или шар-
нирно-неподвижной опорой, а все остальные – шарнирно-подвижными. 
МШБ, являясь составной статически определимой стержневой кон-
струкцией, состоит из основных и дополнительных элементов. Каждый ее 
элемент воспринимает нагрузку как некоторая статически определимая 
однопролетная балка.  
Основные элементы воспринимают нагрузку как консоли или кон-
сольные балки с одной или двумя консолями. Дополнительные элементы, в 
зависимости от способов соединения с основанием и другими элементами, 
могут быть двух видов.  
В одном случае такие элементы крепятся с двух сторон промежуточ-
ными шарнирами к основным элементам и воспринимают нагрузку как 
простые балки.  
В другом случае дополнительные элементы одним концом крепятся 
промежуточным шарниром к предыдущему элементу и в некоторой точке 
опираются на основание при помощи шарнирно-подвижной опоры. В за-
висимости от расположения точки опирания такие элементы могут вос-
принимать нагрузку как простые балки или как консольные балки с одной 
консолью. 
Общее число промежуточных шарниров должно удовлетворять ус-
ловию 
                                              3−=
О
СШ ,       
где 
О
С  – число опорных стержней, подсчитанных с учетом, что неподвиж-
ная защемляющая опора, при ее наличии, заменена ее стержневым эквива-
лентом. Следовательно, число таких шарниров равняется числу промежу-
точных шарнирно-подвижных опор. 
Для обеспечения геометрической неизменяемости расположение 
промежуточных шарниров в пролетах МШБ подчиняется следующим пра-
вилам: 
− в пролете не может быть более двух шарниров; 
− пролеты с одним шарниром следуют друг за другом, но при этом 
один из пролетов не должен содержать шарнир; 
− пролеты с двумя шарнирами должны чередоваться с пролетами, не 
содержащими  шарниров. 
В соответствии с этими правилами на рис. 2.12 показаны некоторые 
возможные схемы МШБ. 
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Рис. 2.12 
 
2.3.2. Определение внутренних усилий МШБ 
В основе определения изгибающих моментов и поперечных сил мно-
гопролетной шарнирной балки лежит использование ее монтажной схемы 
и статического метода нахождения внутренних усилий. 
На монтажной схеме отдельные элементы конструкции, в соответствии 
с порядком сборки снизу вверх, изображаются условно в разных уровнях. 
Это позволяет при расположении нагрузки на такой схеме увидеть последо-
вательность ее передачи сверху вниз и определить порядок расчета элемен-
тов конструкции как отдельных балок – простых или с консолями (рис. 2.13).  
                 
Рис. 2.13 
 
Сначала рассчитываются нагруженные балки, расположенные на са-
мом верху монтажной схемы конструкции. Таких балок может быть одна 
или несколько. Для них находят опорные реакции, а затем, используя ста-
тический метод, определяют изгибающие моменты, поперечные силы. 
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При расчетах нижележащих балок, поддерживающих уже рассчи-
танные звенья конструкции, учитываются силы давления от вышележащих 
балок. Такие силы численно равны опорным реакциям этих балок и имеют, 
в соответствии с законом равенства действия и противодействия, противо-
положное направление. 
 
2.4. Аналитическое определение внутренних усилий  
в плоских фермах  
 
2.4.1. Понятие о ферме и ее расчетной схеме 
Одной из распространенных стержневых конструкций, которая при-
меняется при возведении промышленных и общественных зданий, являет-
ся ферма. Такие конструкции могут быть железобетонными, металличе-
скими, деревянными и металлодеревянными.  
Реальная ферма представляет собой геометрически неизменяемую 
стержневую конструкцию с жестким соединением прямолинейных стержней 
в узлах. Особенностью фермы является 
то, что она остается геометрически не-
изменяемой при условной замене жест-
ких узлов шарнирами (рис. 2.14). У рам-
ных и других реальных стержневых 
конструкций такой особенности нет. 
 Полученная при замене жестких 
узлов шарнирами система является 
расчетной схемой фермы. Проведен-
ные в первой половине XX столетия 
теоретические и экспериментальные исследования подтвердили возмож-
ность такой замены.  
При дальнейшем изложении фермой будет называться геометриче-
ски неизменяемая шарнирно-стержневая система, все стержни которой со-
единяются шарнирами по концам (рис. 2.15, а).  
 
 
Рис. 2.15 
Рис. 2.14 
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В случае несоблюдения этого условия и соединения стержней с помо-
щью шарниров в промежуточных сечениях (рис. 2.15, б) шарнирно-
стержневая система не является фермой, а относится к комбинированным 
системам.  
При расчете ферм возможно узловое и внеузловое приложение на-
грузки. В первом случае действующая нагрузка представляет собой сис-
тему сосредоточенных сил, приложенных к узлам фермы. Во втором слу-
чае действующая нагрузка может прикладываться к стержням фермы в 
произвольных сечениях. При узловой нагрузке в прямолинейных стержнях 
фермы не возникают изгибающие моменты и поперечные силы, а продоль-
ные силы постоянны по длине каждого стержня. 
 
2.4.2. Терминология и система обозначений 
 При расчете ферм используется специальная терминология и система 
обозначений. Их применение также относится к числу отличительных осо-
бенностей фермы. 
 Введем систему обозначений на примере фермы, показанной на  
рис. 2.16. Элементы фермы, расположенные по ее внешнему контуру, обра-
зуют ее пояса. Различают верхний и нижний пояса. Элементы поясов обо-
значают, соответственно, прописными латинскими буквами O  и U  и ну-
меруют слева направо. Участок пояса между смежными узлами называется 
панелью этого пояса. 
 
 
Рис. 2.16 
 
 Элементы, расположенные внутри контура и соединяющие пояса, 
образуют решетку фермы. Наклонные элементы решетки называются рас-
косами и обозначаются латинской буквой D . Вертикальные элементы 
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решетки называются стойками и обозначаются латинской буквой V . Ну-
мерация элементов решетки также осуществляется слева направо. 
 Введенная система обозначений элементов фермы используется и 
для обозначения продольных сил, возникающих в этих элементах при уз-
ловой схеме нагружения. Это позволяет исключить для ферм необходи-
мость построения громоздких эпюр продольных сил. 
 Характерными геометрическими размерами фермы являются ее про-
лет, высота и длины панелей поясов.  
Пролетом фермы называется расстояние по горизонтали между ося-
ми ее опор. Будем обозначать его строчной латинской буквой l .  
Высотой фермы называется расстояние по вертикали между цен-
трами наиболее удаленных друг от друга узлов верхнего и нижнего поясов. 
Для ее обозначения будем использовать строчную латинскую букву h .  
Длиной панели пояса называется расстояние по горизонтали между 
смежными узлами этого пояса. Для ее обозначения можно использовать 
строчные латинские буквы, аналогичные прописным, обозначающим эле-
мент пояса между этими узлами.  
 
2.4.3. Классификация ферм 
Фермы принято классифицировать по назначению, по очертанию 
внешнего контура, по системе решетки, по схеме опирания и по спосо-
бу образования геометрической структуры.  
Прежде всего, о классификации по назначению. Поскольку области 
применения ферм самые разнообразные, ограничимся тремя основными 
случаями – мостовые фермы, стропильные фермы, крановые фермы. В 
первом случае они являются пролетными конструкциями мостов. Во вто-
ром случае фермы используются в качестве конструкций покрытий зданий. 
И в третьем случае они образуют каркас мостовых и башенных кранов.  
По очертанию внешнего контура различают фермы с параллель-
ными поясами (рис. 2.17, а) и фермы с полигональным или ломаным 
очертанием обоих поясов или одного из них (рис. 2.17, б). Частным слу-
чаем таких ферм являются фермы треугольного очертания (рис. 2.17, в). 
По системе решетки различают фермы с простой и сложной решет-
ками. Простыми решетками являются треугольная решетка (рис. 2.17, а), 
треугольная решетка с дополнительными стойками (рис. 2.17, б) и раскос-
ная решетка (рис. 2.17, в). Сложные решетки получаются при объединении 
нескольких раскосных или треугольных решеток. При объединении двух 
решеток бывают двухраскосные (рис. 2.18, а) и двухрешетчатые фермы 
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(рис. 2.18, б). В случае большего числа решеток фермы бывают многорас-
косными и многорешетчатыми.  
 
 
Рис. 2.17 
 
 
Рис. 2.18 
 
По схеме опирания фермы могут быть безраспорными и распор-
ными.  
К безраспорным фермам относятся балочные (рис. 2.17), консольные 
(рис. 2.19, а) и консольно-балочные фермы (рис. 2.19, б).  
Распорные фермы делятся на арочные (рис. 2.20, а) и висячие фермы 
(рис. 2.20, б).  
 
 
 
Рис. 2.19 
 
Рис. 2.20 
 
И, наконец, о классификации ферм по способу образования геомет-
рической структуры. Различают простые, сложные и составные фер-
мы. Ферма является простой, если в ней можно выделить шарнирно- 
стержневой треугольник и образовать ее остальную структуру последова-
тельным наращиванием двухстержневых шарнирных узлов. В противном 
случае ферма считается сложной. Большинство ферм, применяемых в про-
мышленных и общественных зданиях, – простые фермы. 
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Пример простой фермы, структура которой образована присоедине-
нием к шарнирно-стержневому треугольнику ABC двухстержневых шар-
нирных узлов 1, 2, 3, 4, 5, 6, показан на рис. 2.21, а.  
Пример сложной фермы показан на рис. 2.21, б. Структура такой 
фермы образована из трех дисков 1, 2, 3, соединенных при помощи трех 
шарниров, не лежащих на одной прямой, – шарнира C и двух фиктивных 
шарниров на пересечениях прямых BM, AM и DM, EN.                                      
Ферма является составной, если в простой ферме один или несколько 
стержней ее поясов заменены простыми фермами (рис. 2.22). Необходи-
мость такой замены может возникать при больших значениях внеузловой 
нагрузки на простую ферму.  
 
 
Рис. 2.21 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2.22 
 
Простая исходная ферма называется главной, а фермы, заменяющие 
стержни поясов с внеузловой нагрузкой, называются вспомогательными. 
 
2.4.4. Статический метод внутренних усилий в простых фермах 
при узловой нагрузке  
Статический метод определения внутренних усилий в стержнях про-
стых ферм от действия узловой нагрузки имеет три разновидности – метод 
вырезания узлов, метод рассечения на крупные части (метод моментной 
точки, метод Риттера) и комбинированный метод. Рассмотрим суть каждо-
го метода.  
Метод вырезания узлов. В основе метода лежит использование 
уравнений равновесия системы сходящихся сил и применение их к узлам 
фермы, мысленно вырезанным из нее сквозными сечениями. Для каждого 
узла фермы можно составить по два независимых уравнения равновесия.  
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Обычно в качестве таких уравнений используются уравнения проек-
ций сил на некоторые оси, проходящие через центры вырезанных узлов 
фермы и позволяющие раздельно определить продольные силы. Поскольку 
входящие в такие уравнения продольные силы неизвестны, как по величи-
не, так и по знаку, то первоначально они все полагаются положительными, 
направляются в сторону от узлов, а стержни фермы считаются растянуты-
ми. Если при расчете какая-либо продольная сила получится отрицатель-
ной, то это означает, что выбранное для нее направление было неправиль-
ным и данный стержень фермы сжат.   
Применение метода покажем на примере фермы с ломаным очерта-
нием верхнего пояса и треугольной решеткой (рис. 2.23, а). Определение 
опорных реакций такой фермы аналогично определению опорных реакций 
простой балки, поэтому будем считать их известными. Поскольку равнове-
сие каждого узла описывается только двумя независимыми уравнениями, 
то необходимо начинать вырезание узлов, где сходится не более двух 
стержней с неизвестными продольными силами. Такими узлами для рас-
сматриваемой фермы являются опорные узлы. 
Вырежем первым для определенности левый опорный узел (рис. 2.24) 
и составим уравнения равновесия  
                   
1
1
0;   sin 0,
0;   - sin cos sin 0.
A
A A
y O V
y U V H
= α + =
′ = α + α − α =
∑
∑
                   (2.3) 
Решая уравнения (2.3), найдем независимо друг от друга продольные 
силы, возникающие в стержнях этого узла: 
                             AA
A HVUVO −α=
α
−= ctg   ;
sin 11
.              
 
 
Рис. 2.23  
 
Рис. 2.24  
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Последовательность вырезания остальных узлов фермы и состав-
ления для них уравнений равновесия показана на рис. 2.23, б. При этом 
следует иметь в виду, что уравнения равновесия для последнего узла яв-
ляются контрольными и позволяют проверить правильность определе-
ния продольных сил. 
 Метод рассечения на крупные части. В основе метода лежит ис-
пользование уравнений равновесия системы сил, произвольно располо-
женных на плоскости, и применение их к одной из частей фермы, полу-
ченной при ее мысленном рассечении через любые три стержня. Оси таких 
стержней не должны пересекаться в одной точке.  
Для каждой отсеченной части фермы можно составить по три неза-
висимых уравнения равновесия. Обычно для определения продольной си-
лы в каждом рассеченном стержне составляют уравнение моментов отно-
сительно точки пересечения осей двух оставшихся стержней. Такая точка 
называется моментной точкой определяемой продольной силы. Использо-
вание моментных точек позволяет раздельно находить продольные силы в 
рассеченных стержнях. 
Если рассечение фермы осуществляется через три стержня, два из 
которых параллельны, то в этом случае моментная точка для продольной 
силы третьего стержня лежит в бесконечности. Тогда для ее определения 
составляется сумма проекций сил на ось, перпендикулярную параллель-
ным стержням. 
Применение метода по-
кажем на примере фермы с па-
раллельными поясами и рас-
косной решеткой (рис. 2.25, а).  
Рассечем ферму через 
вторую панель верхнего и 
нижнего поясов (рис. 2.25, б) 
и определим продольные си-
лы в трех перерезанных 
стержнях – 222   ,  , DUO , ис-
пользуя уравнения равнове-
сия одной из отсеченных 
частей. Рис. 2.25  
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Рассмотрим для определенности левую отсеченную часть фермы. 
Определим внутренние усилия в поясах, составляя уравнения моментов 
относительно моментных точек этих усилий:  
                          
.25,0  );5,0(5,0
;025,0-  ;0
;025,05,0  ;0
212
2
..
2
12
..
2
AA
A
чл
UR
A
чл
OR
V
h
lUPV
h
lO
lVhUM
lPlVhOM
=−−=
=+=
=−+=
∑
∑
    
Для определения внутреннего усилия в раскосе составим уравнение 
проекций сил на вертикальную ось 
                               
).(
sin
1
;0sin-  ;0
12
12
..
PVV
PVVy
A
A
чл
−
α
−=
=−+α=∑
 
Комбинированный метод. Метод используется для определения 
продольных сил в стержнях фермы, когда их нельзя найти сразу ни мето-
дом вырезания узлов, ни мето-
дом рассечения на крупные час-
ти. Суть метода заключается в 
одновременном использовании 
рассмотренных двух методов 
для отыскания требуемой про-
дольной силы. 
Применение метода пока-
жем на примере определения для 
фермы с параллельными поясами 
и полураскосной решеткой про-
дольных сил в раскосах 43  и DD  
(рис. 2.26, а). Вырежем узел 
фермы, в котором пересекаются 
раскосы (рис. 2.26, б), и составим уравнение проекций сил на горизонталь-
ную ось 
                            0coscos   ;0 43 =α+α=∑ DDx .                            (2.4) 
Для получения второго уравнения, содержащего определяемые внут-
ренние усилия, рассечем ферму через третью панель верхнего и нижнего поя-
Рис. 2.26 
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сов и составим уравнение проекций сил левой отсеченной части на вертикаль-
ную ось 
                    0sinsin   ;0 143
..
=−+α−α=∑ PVDDy A
чл
.                 (2.5) 
Решая совместно уравнения (2.4) и (2.5), найдем требуемые продоль-
ные силы 
)(
sin
1
   );(
sin
1
1413 PVDPVD AA −α
=−
α
−= . 
 
2.4.5. Понятие и признаки нулевых стержней 
 Стержни, в которых продольные силы при данной схеме узловой на-
грузки тождественно равны нулю, для краткости называются нулевыми 
стержнями. Однако такие стержни нельзя считать неработающими вооб-
ще. При других схемах нагружения в них могут появиться продольные си-
лы с ненулевыми значениями. Важно уметь до начала расчета фермы оп-
ределять нулевые стержни, так как это позволит дополнительно контроли-
ровать его правильность. Сформулируем признаки таких стержней. 
Рассмотрим ненагруженный двухстержневой узел фермы (рис. 2.27, а). 
Составим для него уравнения проекций сил на оси yy ′′′  и , перпендикулярные, 
соответственно, одному и второму стержню. Из этих уравнений получим  
.0  ;0
;0  ;0
1
2
≡=′′
≡=′
∑
∑
Ny
Ny
 
Отсюда вытекает первый признак – в ненагруженном двухстерж-
невом узле фермы оба стержня нулевые. 
 
 
 
Рис. 2.27 
 
  Рассмотрим двухстержневой узел фермы, нагруженный силой вдоль 
оси одного из стержней (рис. 2.27, б). Составим для него уравнение проек-
ций сил на ось y′ , перпендикулярную линии действия силы 
.0  ;0 2 ≡=′∑ Ny  
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Отсюда вытекает второй признак – в двухстержневом узле фер-
мы, нагруженном силой вдоль оси одного из стержней, другой стер-
жень нулевой.  
 Рассмотрим ненагруженный трехстержневой узел фермы (рис. 2.27, в), 
в котором оси двух стержней направлены по одной прямой. Составим для 
него уравнение проекций сил на ось y′ , перпендикулярную стержням, на-
правленным по одной прямой  
.0  ;0 3 ≡=′∑ Ny  
Отсюда вытекает третий признак – в ненагруженном трехстерж-
невом узле фермы, в котором оси двух стержней направлены по одной 
прямой, третий стержень нулевой.  
 
2.5. Аналитическое определение внутренних усилий  
в трехшарнирных арках  
 
2.5.1. Понятие об арке и ее разновидностях 
Для перекрытия пролетов в зданиях различного назначения, наряду с 
рассмотренными ранее стержневыми конструкциями (балки, рамы, фер-
мы), широко применяются арки. Арочные системы возникли еще до нашей 
эры как архитектурно-строительные формы, применявшиеся при возведе-
нии акведуков и мостов, дворцов и соборов.  
Арка представляет собой кривой брус, опертый на две опоры, ис-
ключающие горизонтальные перемещения опорных сечений. Особенно-
стью таких опорных закреплений является возникновение в них при дейст-
вии вертикальной нагрузки горизонтальных составляющих опорных реак-
ций, именуемых распором. Таким образом, аркой называется распорная 
система, имеющая вид кривого бруса. При возведении строительных со-
оружений применяются следующие разновидности арок: 
 1. Бесшарнирная арка (рис. 2.28, а) представляет собой кривой 
брус, опирающийся на две защемляющие неподвижные опоры. Число сте-
пеней свободы у такой системы 3−=W , и она является статически неопре-
делимой системой. 
 2. Двухшарнирная арка (рис. 2.28, б) представляет собой кривой 
брус, опирающийся на две шарнирно-неподвижные опоры. Число степеней 
свободы у такой системы 1−=W , и она тоже является статически неопре-
делимой системой. 
3. Двухшарнирная арка с затяжкой (рис. 2.28, в) представляет со-
бой кривой брус с присоединенным к нему горизонтальным стержнем, 
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опирающийся на шарнирно-неподвижную и шарнирно-подвижную опоры. 
Присоединенный горизонтальный стержень называется затяжкой, и она 
может располагаться как в уровне опорных сечений, так и выше. Число 
степеней свободы у такой системы 1−=W , и она, как и обычная двухшар-
нирная арка, является статически неопределимой системой. 
 
 
 
Рис. 2.28  
 
 4. Трехшарнирная арка (рис. 2.28, г) представляет собой два кри-
вых бруса, соединенных шарниром и опирающихся на две шарнирно-
неподвижные опоры. Число степеней свободы у такой системы 0=W , и 
она является статически определимой системой. 
 5. Трехшарнирная арка с затяжкой (рис. 2.28, д) представляет со-
бой два кривых бруса, соединенных шарниром и затяжкой и опирающихся 
на шарнирно-неподвижную и шарнирно-подвижную опоры. Число степе-
ней свободы у такой системы 0=W , и она тоже является статически опре-
делимой системой.            
          Современные реальные арки бывают железобетонными, деревянны-
ми и металлическими. По конструктивной форме они могут быть сплош-
ными массивными, сплошными тонкостенными и решетчатыми.  
 
2.5.2. Терминология и система координат 
 При расчете арок используется ряд сложившихся терминов и обозна-
чений. Рассмотрим основные термины и обозначения на примере бесшар-
нирной арки (рис. 2.29). 
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Рис. 2.29 
 
Опорные сечения арки A и B принято называть пятовыми сечения-
ми или пятами арки. Наиболее удаленное сечение кривого бруса C от ли-
нии, соединяющей центры опор, называется замковым сечением или 
замком арки. В случае если в названных сечениях располагаются шарни-
ры, то они, соответственно, называются пятовыми и замковыми шарни-
рами.  
 Расстояние между пятами арки называется пролетом арки и обозна-
чено на рис. 2.29 как l2 . Расстояние между пятой и замком арки называет-
ся стрелой подъема арки и обозначено как f. Важной характеристикой ар-
ки является соотношение lf 2 , которое зависит от назначения сооружения 
и может изменяться в широких пределах. В зависимости от его величины 
различают пологие, обычные и крутые арки.  
 При расчете арки, кроме пролета и стрелы подъема, требуется знание 
закона очертания оси. По очертанию оси реальные арки бывают, например, 
круговыми, параболическими, синусоидальными. Для задания закона 
очертания оси арки в виде некоторой явной функции )x(fy =  будем ис-
пользовать координатную систему с началом в замке арки. Положение 
произвольного сечения арки характеризуется двумя координатами x и y, а 
также углом наклона касательной к оси арки ϕ .  
 
2.5.3. Статический метод определения внутренних усилий в 
трехшарнирной арке от неподвижной нагрузки  
 Будем рассматривать трехшарнирную арку с опорами в одном уров-
не и имеющую некоторое симметричное очертание согласно заданному за-
кону )x(fy =  (рис. 2.30, а).  
На арку действует произвольная неподвижная вертикальная нагруз-
ка, показанная на рис. 2.30, а условно как совокупность сосредоточенных 
сил. Трехшарнирные арки симметричного очертания с опорами в одном 
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уровне имеют широкое распространение в строительной практике, а дей-
ствующие на них реальные неподвижные нагрузки, как правило, являются 
вертикальными. 
 
 
 
Рис. 2.30  
 
От действия неподвижной нагрузки в опорах трехшарнирной арки воз-
никают реакции, которые характеризуются вертикальными BA VV   ,   и горизон-
тальными BA HH   ,  составляющими. В произвольном сечении K  возникает 
изгибающий момент KM , поперечная сила KQ  и продольная сила KN . При 
определении опорных реакций и внутренних усилий одновременно будем 
рассматривать балку, имеющую одинаковые с аркой пролет и схему на-
гружения (рис. 2.30, б).  
Определение опорных реакций 
Для определения составляющих опорных реакций арки 
BABA HHVV   ,  ,  ,  и сопоставления их с опорными реакциями балки 
00
  , BA VV  
составим для каждой конструкции уравнения моментов относительно их 
правых опор 
0
0;   2 (2 ) 0;
0;   2 (2 ) 0
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и относительно левых опор 
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i
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Из этих уравнений следует, что  
                                                   
00
  , BBAA VVVV == .                                       (2.6) 
Таким образом, вертикальные составляющие опорных реакций трех-
шарнирной арки равны опорным реакциям соответствующей балки. Соот-
ношения (2.6) справедливы только для вертикальной нагрузки. Это объяс-
няется следующим образом. Появление горизонтальных составляющих на-
грузки порождает в арке дополнительный момент внешних сил относи-
тельно ее опор. В балке такой момент не возникает, так как линии дейст-
вия этих составляющих будут направлены вдоль ее оси. 
Составим для арки сумму проекций сил на ось x 
0  ;0 =+−=∑ BA HHx . 
Из полученного уравнения следует, что HHH BA == . Горизонтальная со-
ставляющая H  опорных реакций трехшарнирной арки называется ее распором. 
 Для определения распора трехшарнирной арки рассматривается рав-
новесие одной из полуарок и используется уравнение моментов относи-
тельно замкового шарнира. Составим такое уравнение для левой полуарки 
0  ;0 0.. =+⋅−=∑ C
чл
C MfHM , 
где ∑ −−=
i
iiAC alPlVM )(0  – изгибающий момент в сечении балки под зам-
ковым шарниром арки. Тогда распор арки определяется по формуле 
                                                         f
MH C
0
= .                                                (2.7) 
Из (2.7) следует, что величина распора трехшарнирной арки не зави-
сит от очертания оси. При заданной нагрузке его величина зависит только 
от взаимного расположения пятовых и замкового шарниров.   
          Определение внутренних усилий 
 Для определения изгибающего момента, поперечной и продольной 
сил в произвольном сечении K разделим арку и балку в этом сечении на 
две части (рис. 2.31).  
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Рис. 2.31 
 
Приведем внешние силы левой части арки к центру тяжести попе-
речного сечения правой части. Вычисляя с учетом (2.6) главный момент 
внешних сил, найдем изгибающий момент арки в сечении K 
                                              )(0 KKK yfHMM −−= ,                                  (2.8) 
где ∑ −−−−=
..
00 )()(
чл
i
KiiKAK xalPxlVM  – изгибающий момент в сечении 
балки под рассматриваемым сечением арки (рис. 2.31, б). Второй член в 
правой части (2.8) характеризует влияние распора на величину изгибающе-
го момента арки.  
Вычисляя с учетом (2.6) проекцию главного вектора внешних сил на 
нормаль n-n к оси арки в сечении K (рис. 2.31, а), найдем поперечную силу 
арки в этом сечении 
                                   KKKK HQQ ϕ−ϕ= sincos0 ,                              (2.9) 
где ∑−=
..
00
чл
i
iAK PVQ  – поперечная сила в сечении балки под рассматривае-
мым сечением арки (рис. 2.31, б). Слагаемые алгебраической суммы в пра-
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вой части (2.9) характеризуют влияние заданной нагрузки и распора на ве-
личину поперечной силы арки. 
Вычисляя с учетом (2.6) проекцию главного вектора внешних сил на 
касательную τ-τ к оси арки в сечении K (рис. 2.31, а), найдем продольную 
силу арки в этом сечении 
                                 KKKK HQN ϕ−ϕ−= cossin0 ,                           (2.10) 
Согласно (2.10) продольная сила арки складывается из двух частей, 
учитывающих влияние заданной вертикальной нагрузки и распора арки на 
величину продольной силы. 
Сопоставление арки с балкой 
В полученных формулах (2.6) – (2.10) арочные опорные реакции и внут-
ренние усилия выражены через соответствующие балочные величины. Это по-
зволяет сопоставить работу двух конструкций при одинаковых пролетах и 
схемах нагружения и выяснить преимущества и недостатки каждой из них. 
Сравним величины изгибающих моментов и поперечных сил, возни-
кающих в арке и в балке. Поскольку слагаемые алгебраических сумм, стоящих 
в правых частях формул (2.8) и (2.9), будут при действии вертикальной на-
грузки всегда иметь разные знаки, то изгибающие моменты и поперечные си-
лы в арке меньше изгибающих моментов и поперечных сил в балке.  
Наиболее заметно уменьшаются изгибающие моменты арки в сред-
ней части пролета, где балочные изгибающие моменты обычно имеют 
наибольшие значения. Вследствие этого в арке резко уменьшаются нор-
мальные изгибные напряжения. Как известно, возникновение именно та-
ких напряжений, из-за неравномерности их распределения в поперечном 
сечении и наличия среди них растягивающих напряжений, существенно 
влияет на увеличение размеров поперечного сечения.        
Вместе с тем уменьшение изгибающих моментов и поперечных сил в 
арке сопровождается возникновением значительных сжимающих продоль-
ных сил, которые отсутствуют в балке при действии вертикальной нагруз-
ки. Следовательно, в поперечных сечениях арки дополнительно возникают 
нормальные напряжения. Однако эти напряжения имеют равномерный ха-
рактер распределения в поперечном сечении и они сжимающие. Поэтому 
их появление приводит не к увеличению, а, наоборот, к уменьшению раз-
меров поперечных сечений арки по сравнению с аналогичной балкой, что 
является преимуществом арки.  
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 Но зато возникновение распора в арке требует более массивных 
опорных конструкций, которые должны его воспринять. А это является 
уже недостатком арки по сравнению с аналогичной балкой, и его нужно 
учитывать.   
 
2.5.4. Понятие о рациональном очертании оси арки 
Рассмотрим трехшарнирную арку, нагруженную равномерно распре-
деленной нагрузкой (рис. 2.32, а).  
Арка очерчена по закону квадратной параболы 
                                                         2
2
l
xfy =                                                (2.11) 
и угол наклона касательной ϕ  к оси арки характеризуется выражением 
                                                 x
l
f
dx
dy 2tg ==ϕ .                                          (2.12) 
Используя формулы (2.8) и (2.9), определим для рассматриваемой арки из-
гибающие моменты и поперечные силы. Формулу (2.9) преобразуем к виду 
                                        KKKK HQQ ϕϕ−= cos)tg( 0 .                                 (2.13) 
Сначала найдем в балке (рис. 2.32, б) опорные реакции  
                                           qlVV BA ==
00
, 
 
 
Рис. 2.32  
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изгибающие моменты в произвольном сечении K 
                             
2
)(
2
)()(
222
0 xlqxlq
xlqlM K
−
=
−
−−=                 (2.14)  
и сечении С 
                                                       
2
2
0 qlM C = ,                                              (2.15) 
а также поперечную силу в произвольном сечении K 
                                             qxxlqqlQK =−−= )(0 .                                    (2.16) 
С учетом (2.15) распор арки будет равняться 
                                                   .
2
20
f
ql
f
MH C ==                                          (2.17) 
Для определения изгибающего момента и поперечной силы арки в 
произвольном сечении K подставим (2.11), (2.14), (2.17) в формулу (2.8) и  
(2.12), (2.16), (2.17) в формулу (2.13). После несложных преобразований 
получим 
                                                          0≡KM                                                 (2.18) 
и 
                                               0≡KQ .                                                (2.19) 
Из (2.18) и (2.19) следует, что  при нагружении арки, очерченной по 
квадратной параболе, равномерно распределенной нагрузкой по всему про-
лету, в ней не возникают изгибающие моменты и поперечные силы. Сле-
довательно, преимущество арки перед балкой становится максимальным, и 
арка наиболее рационально воспринимает нагрузку.  
Поскольку соотношение (2.19) не является независимым, так как из-
гибающие моменты и поперечные силы связаны между собой дифферен-
циальной зависимостью  
                                                      
ds
dMQ KK = , 
то основным признаком рациональности восприятия аркой нагрузки явля-
ется  соотношение (2.18). Поэтому очертание оси арки, при котором для 
заданной схемы нагружения в сечениях арки не возникают изгибающие 
моменты, называется рациональным очертанием.  
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При произвольной вертикальной нагрузке уравнение рационального 
очертания оси арки можно получить согласно (2.18), приравняв нулю пра-
вую часть формулы (2.8): 
                                    0)(0 =−− KK yfHM .                                     (2.20) 
Поскольку величина )( Kyf −  описывает очертание оси арки относи-
тельно горизонтальной линии AB, то рациональное очертание в общем 
случае описывается уравнением 
H
Myf KK
0
)( =− . 
Таким образом, очертание оси арки будет рациональным при опре-
деленной схеме вертикального нагружения, если оно будет подобно очер-
танию балочной эпюры моментов для той же схемы нагружения. 
 
2.6. Резюме 
 
Отличительной особенностью расчета статически определимых 
стержневых конструкций является независимость определения опорных 
реакций и внутренних усилий от перемещений, возникающих в конструк-
ции, и размеров поперечных сечений ее конструктивных элементов. 
Все статически определимые стержневые конструкции обладают ря-
дом общих свойств, существенно отличающих их от статически неопреде-
лимых стержневых конструкций. 
Аналитическая форма определения внутренних усилий в статически 
определимых стержневых конструкциях при действии произвольной на-
грузки основана на использовании уравнений равновесия и позволяет на-
ходить внутренние усилия как функции координат сечений отдельных 
стержней. 
При узловой нагрузке в прямолинейных стержнях фермы не возни-
кают изгибающие моменты и поперечные силы, а продольные силы посто-
янны по длине каждого стержня. 
Определение внутренних усилий в стержнях простых ферм от дейст-
вия узловой нагрузки может осуществляться методом вырезания узлов, ме-
тодом рассечения на крупные части и комбинированным методом. 
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Арка представляет собой кривой брус, опертый на две опоры, ис-
ключающие горизонтальные перемещения опорных сечений. Особенно-
стью таких опорных закреплений является возникновение в них при дейст-
вии вертикальной нагрузки горизонтальных составляющих опорных реак-
ций, именуемых распором. 
При одинаковых пролетах и схемах нагружения вертикальной на-
грузкой поперечные сечения арки существенно меньше балочных. Но зато 
возникновение распора в арке требует более массивных опорных конст-
рукций, которые должны его воспринять. 
 
2.7. Материалы для самоконтроля 
 
Проверьте, как Вы усвоили следующие понятия, определения, алго-
ритмы и формулы: 
– внутренние силы; 
– метод сечений; 
– интегральные характеристики внутренних сил; 
– изгибающий момент; 
– поперечная сила; 
– продольная сила; 
– этапы определения внутренних усилий; 
– особенности статически определимых систем; 
– виды статически определимых систем; 
– свойства статически определимых систем; 
– формы определения внутренних усилий; 
– ферма; 
– расчетная схема фермы; 
– основная теорема теории расчета ферм; 
– терминология теории расчета ферм; 
– классификация ферм; 
– особенности работы ферм при узловой нагрузке; 
– методы определения внутренних усилий в простых фермах при 
узловом нагружении; 
– нулевые стержни; 
–  арка; 
–  терминология теории расчета арки; 
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– распор; 
– затяжка; 
– классификация арок; 
– формулы для определения опорных реакций при действии верти-
кальной нагрузки; 
– формулы для определения M, Q, N при действии вертикальной на-
грузки; 
– формулы для определения усилия в затяжке при действии верти-
кальной нагрузки. 
Проверьте, как Вы умеете для статически определимых стержневых 
конструкций: 
– строить эпюры M, Q, N. 
Проверьте, как Вы умеете для простых ферм: 
– определять «нулевые» стержни; 
– определять внутренние усилия. 
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М-3. МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ  
ОТ ПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ  
В ПЛОСКИХ СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ  
СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЯХ  
 
3.0. Введение в модуль 
 
Основными целями модуля являются: 
− рассмотрение понятия подвижной нагрузки и ее опасного положения; 
− рассмотрение понятия линии влияния; 
− изучение способов построения линий влияния; 
− применение линий влияния для определения внутренних усилий 
от неподвижной нагрузки; 
− отыскание опасного положения некоторых видов подвижных нагрузок; 
− отыскание опасного положения временной нагрузки. 
 Структура изучаемого модуля включает следующие учебные элементы: 
1. Особенности расчета конструкций на подвижную нагрузку. 
2. Статический способ построения линий влияния в балках. 
3. Кинематический способ построения линий влияния в балках. 
4. Применение линий влияния к определению внутренних усилий. 
5. Построение линий влияния в простых фермах. 
При изучении учебных элементов рекомендуется использование следую-
щей литературы: [2, c. 15 – 22, 24 – 29]; [3, c. 30 – 51]; [4, c. 42 – 64]; [5, c. 31 – 50]; 
[10, c. 127 – 145]. 
 
3.1. Особенности расчета конструкций на подвижную нагрузку 
 
3.1.1. Понятие о подвижной нагрузке 
 Подвижная нагрузка характеризуется непрерывным изменением 
места приложения вследствие перемещения по конструкции с некоторой 
конечной скоростью. Примером такой нагрузки может служить движу-
щийся мостовой кран. 
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Реальные подвижные нагрузки в расчетах конструкций схематизи-
руются и заменяются их моделями. Будем различать следующие основные 
виды таких моделей: 
1. Двухосная подвижная нагрузка (рис. 3.1), моделирующая раз-
личные виды движущихся двухосных механических экипажей (мостовые 
краны общего назначения, кары, автомобили).  
Положение такой нагрузки на конструкции описывается абсциссой 
x . Сама нагрузка состоит из двух параллельных вертикальных сил 
)2,1(  =iPi , характеризующих вели-
чины давления на каждое колесо. 
Расстояние a  между силами при 
движении сохраняется неизменным.  
2. Многоосная подвижная на-
грузка (рис. 3.2), моделирующая од-
новременное движение нескольких 
двухосных механических экипажей 
или различные виды движущихся 
многоосных механических экипажей (тяжелые мостовые краны, автомо-
бильные колонны, многоосные автомобили, железнодорожные составы).  
Такая нагрузка состоит из системы параллельных вертикальных сил 
),...,1(  niPi = , между которыми сохраняются неизменные расстояния 
)1,...,1(  −= nja j , а ее положение также описывается абсциссой x . 
3. Гусеничная подвижная нагрузка, моделирующая различные ви-
ды движущихся механических экипажей на гусеничном ходу (тракторы, 
вездеходы) (рис. 3.3).  
 
 
Рис. 3.2 
 
Рис. 3.3 
 
Она описывается участком заданной длины l  равномерно распреде-
ленной нагрузки постоянной интенсивности q . Положение такой нагрузки 
на конструкции по-прежнему описывается абсциссой x . 
Рис. 3.1 
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Любая подвижная нагрузка порождает в конструкции внутренние 
усилия и перемещения, зависящие от ее положения x . А поскольку под-
вижная нагрузка по своей природе является динамической, то эти величи-
ны зависят и от времени t . 
При статическом расчете конструкций на действие подвижной на-
грузки порождаемые ею динамические эффекты (колебания и силы инер-
ции) не учитываются. С этой целью полагают, что нагрузка изменяет свое 
положение на конструкции с бесконечно малой скоростью. В этом случае 
возникающие в конструкции внутренние усилия зависят только от поло-
жения нагрузки.  
К нагрузкам, которые могут изменять свое положение на конструк-
ции и которые учитываются при статическом расчете конструкций, отно-
сится и ряд временных нагрузок. В их числе, например, снеговая нагруз-
ка, вес оборудования, вес людей.  
Особенностью временной вертикальной нагрузки является ее непо-
стоянное действие на конструкцию. Такая нагрузка схематизируется и за-
дается в виде равномерно распределенной нагрузки интенсивности q , ко-
торая может занимать произвольные положения на одном или нескольких 
участках конструкции. Поэтому временную вертикальную нагрузку услов-
но можно рассматривать как специфичную разновидность подвижной на-
грузки.  
 
3.1.2. Опасное положение подвижной нагрузки 
Для статического расчета конструкций на прочность и жесткость 
требуются наибольшие величины возникающих в них внутренних усилий 
и перемещений. Поэтому расчет на действие подвижной нагрузки связан с 
определением ее положений, при которых требуемые величины принима-
ют экстремальные значения. Такие положения подвижной нагрузки назы-
ваются опасными положениями, а соответствующие им величины опре-
деляемых внутренних усилий или перемещений являются расчетными зна-
чениями. Возможны два подхода к определению опасного положения 
подвижной нагрузки.  
Первый подход основан на получении аналитических выражений, 
определяющих непрерывные изменения искомых величин в зависимости 
от положения подвижной нагрузки на конструкции. Исследуя полученные 
функции методами математического анализа, можно найти их наибольшие 
и наименьшие значения.  
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Такой подход является общим для отыскания расчетных положений 
подвижной нагрузки как для линейно, так и нелинейно деформируемых 
систем. Однако практически его можно осуществить только в простых ча-
стных случаях. 
Второй подход основан на понятии линии влияния. Он справедлив 
только для линейно деформируемых систем, но дает для них общий метод 
отыскания опасных положений любых подвижных нагрузок.  
 
3.1.3. Понятие о линии влияния 
Для линейно деформируемых систем рассматривается простейшая 
подвижная нагрузка – сосредоточенный груз, равный единице, который 
перемещается по конструкции и сохраняет неизменное направление (как 
правило, вертикальное) (рис. 3.4, а). При движении такой простейшей на-
грузки любая величина Z  (внутреннее усилие или перемещение), возни-
кающая в конструкции, зависит только от абсциссы x  и описывается неко-
торой функцией )x(fZ = . 
Линией влияния некоторой величины Z , возникающей в опреде-
ленном месте конструкции, называется график (рис. 3.4, б), описывающий 
изменение этой величины в зависимости от положения движущегося по 
конструкции вертикального сосредоточенного единичного груза. Каждая 
ордината линии влияния указывает значение величины Z  при располо-
жении единичного груза на конструкции над этой ординатой.  
Линии влияния внутренних усилий по сравнению с эпюрами анало-
гичных внутренних усилий име-
ют два существенных отличия.  
Во-первых, эпюра некото-
рого внутреннего усилия описы-
вает его изменение по длине 
всей конструкции, а линия влия-
ния описывает изменение этого 
внутреннего усилия в одном оп-
ределенном месте конструкции 
(опора, сечение, стержень).  
Во-вторых, если эпюра внутренних усилий связана с действием ре-
альной неподвижной нагрузки, заданной в одном определенном положении, 
то линия влияния порождается действием искусственной подвижной на-
грузки, которая может занимать различные положения на конструкции.  
Рис. 3.4 
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Рассмотрим способы построения линий влияния внутренних усилий 
в плоских статически определимых стержневых конструкциях. Существует 
два способа их построения – статический и кинематический.  
 
3.2. Статический способ построения линий влияния в балках 
 
Статический способ основан на составлении уравнений равновесия 
для конструкции, нагруженной в произвольном месте с абсциссой x  не-
подвижным единичным грузом, и определении из этих уравнений внут-
реннего усилия как некоторой функции от x . График такой функции, по 
определению, является линией влияния этого внутреннего усилия. 
Применение статического способа к построению линий влияния рас-
смотрим на примере двухконсольной балки. Для такой балки построим ли-
нии влияния опорных реакций, изгибающих моментов и поперечных сил. 
 
3.2.1. Линии влияния опорных реакций  
 Нагрузим двухконсольную балку в произвольном сечении с абсцис-
сой x  неподвижным единичным грузом (рис. 3.5, а). Тогда в опорных за-
креплениях возникнут переменные опорные реакции, зависящие от абс-
циссы x . Составив два уравнения равновесия 
                                        
∑
∑
=⋅+⋅=
=−⋅−⋅=
0,1)(-  ;0
0;)(1)(  ;0
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найдем эти опорные реакции 
                                                        
.)(
;)(
l
x
xV
l
xl
xV
B
A
=
−
=
                                          (3.1) 
 
 
Рис. 3.5 
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Из (3.1) следует, что линии влияния опорных реакций простой балки 
описываются уравнениями прямых линий и для их построения достаточно 
найти на каждой из них по две произвольные точки, например, соответствую-
щие расположению единичного груза на опорах балки – 0)0(   ,1)0( == BA VV  
и 1)(   ,0)( == lVlV BA . Построенные очертания линий влияния опорных ре-
акций показаны на рис. 3.5, б. 
 
3.2.2. Линии влияния изгибающих моментов  
 Построим линию влияния изгибающего момента, возникающего в 
сечении 1 двухконсольной балки (рис. 3.6, а).  
 
 
 
Рис. 3.6 
 
Поскольку при изменении положения единичного груза по отноше-
нию к сечению меняется число сил, расположенных по обе стороны от не-
го, необходимо рассматривать два положения груза – слева и справа от се-
чения. Как обычно, будем считать момент положительным, если он вызы-
вает растяжение в нижнем волокне. 
 Рассмотрим положение единичного груза слева от сечения 1 и мыс-
ленно проведем сквозной разрез в этом сечении. Из условия равновесия 
правой отсеченной части балки получим   
                                                 bxVxM B ⋅= )()(1 .                                           (3.2) 
Поступая аналогичным образом при расположении единичного груза 
справа от сечения 1, из условия равновесия левой отсеченной части балки 
получим    
                                                 axVxM A ⋅= )()(1 .                                           (3.3) 
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Из (3.2) и (3.3) следует, что очертание линии влияния изгибающего 
момента состоит из двух прямолинейных участков, пересекающихся под 
сечением 1. Очертания этих участков подобны очертаниям аналогичных 
участков линий влияния опорных реакций AV  и BV , Различие заключается 
только в значениях ординат линий влияния. Очертание линии влияния из-
гибающего момента в сечении 1 показано на рис. 3.6, б.  
 
3.2.3. Линии влияния поперечных сил  
Построение линии влияния поперечной силы, возникающей в сече-
нии 1 двухконсольной балки (рис. 3.7, а), проводится аналогично рассмот-
ренному выше построению линии влияния изгибающего момента. При 
этом поперечная сила считается положительной, если она вращает приле-
гающую к ней отсеченную часть балки по часовой стрелке. 
 Участок линии влияния поперечной силы при расположении еди-
ничного груза слева от сечения 1 описывается выражением 
                                        )()(1 xVxQ B−= ,                                            (3.4) 
а при расположении справа – выражением  
                                                    )()(1 xVxQ A= .                                             (3.5) 
Из (3.4) и (3.5) следует, что очертание линии влияния поперечной 
силы состоит из двух прямолинейных параллельных участков, претерпе-
вающих под сечением 1 разрыв на единицу. Очертание линии влияния по-
перечной силы в сечении 1 показано на рис. 3.7, б.  
 
Рис. 3.7 
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3.3. Кинематический способ построения линий влияния в балках 
 
Суть кинематического способа заключается в получении очертания 
линии влияния без явного нахождения функциональной зависимости внут-
реннего усилия от абсциссы x . Такой способ основан на применении 
принципа возможных перемещений для определения внутреннего усилия, 
линию влияния которого требуется построить. 
Применение кинематического способа к построению линий влияния так-
же рассмотрим на примере двухконсольной балки. Для такой балки построим 
линии влияния опорных реакций, изгибающих моментов и поперечных сил. 
 
3.3.1. Линии влияния опорных реакций  
 Рассмотрим двухконсольную балку, нагруженную в произвольном 
сечении с абсциссой x  неподвижным единичным грузом (рис. 3.8, а).  
 
Рис. 3.8 
 
Применим принцип возможных перемещений для определения ее 
правой опорной реакции.  
Удалим опорную связь и заменим ее положительной опорной реак-
цией (рис. 3.8, б). Полученный при этом механизм с одной степенью сво-
боды находится в равновесии. Придадим ему возможное отклонение  
(рис. 3.8, в) и запишем уравнение работ 
                                                0)(1)( =⋅−⋅ xycxVB .                                      (3.6) 
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     Здесь c  – возможное перемещение механизма, связанное с положи-
тельным направлением опорной реакции, а )(xy  описывает форму откло-
ненного положения механизма. 
Из уравнения (3.6) найдем опорную реакцию 
                                                        
c
xy
xVB
)()( =  .                    
Так как масштаб перемещений для возможного отклонения может 
быть произвольным, то положим  1=c . Тогда  
                                                       )()( xyxVB = .                                            (3.7) 
Из (3.7) следует, что очертание линии влияния правой опорной реак-
ции балки описывается формой отклоненного положения механизма и, 
следовательно, имеет вид, показанный на рис. 3.8, г. 
                                                       
3.3.2. Линии влияния изгибающих моментов  
 Любое сечение внутри в пролете балки можно рассматривать как два 
жестко соединенных торца ее частей, примыкающих к сечению с двух сто-
рон. Для построения линии влияния изгибающего момента сечения 1 вве-
дем в него шарнир и тем самым удалим связь, препятствующую взаимному 
повороту торцов. Заменим удаленную связь реакцией положительного на-
правления (рис. 3.9, а).  
 
Рис. 3.9 
 
Такой реакцией и является изгибающий момент в рассматриваемом 
сечении. 
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Придадим полученному механизму возможное отклонение (рис. 3.9, б) и 
запишем уравнение работ 
                                               0)(1)(1 =⋅−⋅ xycxM ,                                      (3.8) 
где 21 θ+θ=c  – возможное перемещение механизма, связанное с положи-
тельным направлением реакции удаленной связи, а )(xy  описывает форму 
отклоненного положения механизма, полученного при введении шарнира в 
сечение 1. 
Из уравнения (3.8) найдем изгибающий момент 
c
xy
xM )()(1 = , 
и выбирая специальный масштаб для возможного отклонения ( 1=c ), по-
лучим 
                                                     )()(1 xyxM = .                                             (3.9) 
Из (3.9) следует, что очертание линии влияния изгибающего момента 
балки в сечении 1 описывается формой отклоненного положения механиз-
ма, полученного при введении в сечение шарнира, и, следовательно, она 
имеет вид, показанный на рис. 3.9, в. 
 
3.3.3. Линии влияния поперечных сил  
Для построения линии влияния поперечной силы сечения 1 нужно в 
этом сечении удалить связь, благодаря которой в этом сечении и возникает 
поперечная сила. Заменим жесткое соединение торцов в сечении эквива-
лентным стержневым соединением (рис. 3.10, а) и удалим стержень, пре-
пятствующий взаимному вертикальному перемещению торцов. Соответст-
вующей реакцией и является поперечная сила сечения 1. Получившееся 
соединение торцов будем называть «качелями» (рис. 3.10, б). В дальней-
шем «качели» будем изображать схематично согласно рис. 3.10, в. 
 
 
Рис. 3.10 
Q1(x) 
Q1(x) 
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Дальнейшее построение линии влияния поперечной силы аналогично 
рассмотренному выше построению линии влияния изгибающего момента. 
Введем в сечение 1 «качели» (рис. 3.11, а), придадим полученному меха-
низму возможное отклонение (рис. 3.11, б) и запишем уравнение работ 
                                                  0)(1)(1 =⋅−⋅ xycxQ .                                 (3.10) 
Здесь 21 ∆+∆=c  – возможное перемещение механизма, связанное с 
положительным направлением реакции удаленной связи, а )(xy  описывает 
форму отклоненного положения механизма, полученного при введении 
«качелей» в сечение 1. 
 
 
 
Рис. 3.11 
 
Выбирая специальный масштаб для возможного отклонения ( 1=c ), 
из уравнения (3.10) получим 
                                                        )()(1 xyxQ = .                                         (3.11) 
Из (3.11) следует, что очертание линии влияния поперечной силы 
балки в сечении 1 описывается формой отклоненного положения механиз-
ма, полученного при введении в сечение «качелей», и, следовательно, она 
имеет вид, показанный на рис. 3.11, в. 
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3.3.4. Общий порядок построения линии влияния внутренних 
усилий кинематическим способом  
Для построения кинематическим способом линий влияния внутрен-
них усилий, возникающих в плоских статически определимых стержневых 
системах, необходимо: 
1. Удалить связь, линию влияния реакции которой требуется постро-
ить, и заменить удаленную связь соответствующей реакцией положитель-
ного направления. Приемами удаления связей являются отбрасывание 
опорного стержня, введение в сечение шарнира или «качелей». 
2. Придать полученному механизму возможное отклонение, направ-
ление которого задается в соответствии с положительным направлением 
реакции удаленной связи. 
3. Выбрать специальный масштаб для отклоненного положения ме-
ханизма, при котором перемещение по направлению реакции удаленной 
связи полагается равным 1. 
Кинематический способ построения линий влияния, кроме простых 
балок, целесообразно применять в многопролетных шарнирных балках. 
 
3.4. Применение линий влияния к определению  
внутренних усилий 
 
Линии влияния позволяют достаточно просто находить опасные по-
ложения простейшей подвижной нагрузки – единичного вертикального 
груза. Такие положения достигаются при расположении единичного груза 
на конструкции над экстремальными ординатами линии влияния. 
Применение линий влияния распространяется на линейно деформи-
руемые системы. Поведение таких систем при нагружении характеризует-
ся прямой пропорциональной зависимостью между нагрузкой и внутрен-
ними усилиями, а также справедливостью для них принципа независимо-
сти действия сил.  
Используя указанные особенности линейно деформируемых систем, 
можно с помощью линий влияния находить внутренние усилия для произ-
вольного положения подвижной нагрузки. Внутренние усилия будут опи-
сываться некоторыми аналитическими выражениями, характеризующими 
зависимость внутренних усилий от абсциссы x . Полученные выражения 
можно использовать двояко.  
Во-первых, придавая абсциссе x  конкретные значения, можно нахо-
дить численные значения внутренних усилий при определенных положе-
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ниях подвижной нагрузки. Это позволяет применять линии влияния для 
определения внутренних усилий от неподвижных нагрузок, рассматривая 
последние как частные случаи аналогичных подвижных нагрузок в фикси-
рованных положениях. 
Во-вторых, можно исследовать, при каких значениях x  полученное 
выражение принимает экстремальные значения. Это позволяет находить 
опасные положения подвижной нагрузки и соответствующие им расчетные 
значения внутренних усилий.  
 
3.4.1. Применение линии влияния к определению внутренних 
усилий от неподвижных нагрузок  
 Рассмотрим некоторую пло-
скую статически определимую 
стержневую конструкцию. К кон-
струкции приложена произволь-
ная неподвижная нагрузка, изо-
браженная символически, кото-
рая вызывает в определенном 
месте конструкции внутреннее 
усилие S  (рис. 3.12, а).  
Будем считать, что построе-
на линия влияния этого внутрен-
него усилия, имеющая, для общ-
ности рассуждений, криволиней-
ное очертание (рис. 3.12, б). По-
кажем применение линии влияния для определения внутреннего усилия S  
от действия основных видов неподвижной нагрузки – сосредоточенной 
силы, системы сосредоточенных сил, распределенной нагрузки, внеш-
него момента и системы внешних моментов. 
 Сосредоточенная сила (рис. 3.13, а). Пусть к конструкции прило-
жена сосредоточенная сила 1P  на расстоянии 1a  от левой опоры. Ордината 
линии влияния под местом приложения силы имеет некоторое значение 1s . 
Исходя из смысла ординаты линии влияния и существования прямой про-
порциональной зависимости внутреннего усилия S  от силы 1P , получим 
следующую формулу для определения S : 
                                                          11sPS = .                                               (3.12) 
Рис. 3.12 
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При пользовании формулой (3.12) знаки для силы 1P  принимаются соглас-
но рис. 3.13, б, а знак 1s  определяется по линии влияния. Если в точке при-
ложения силы на линии влияния имеется разрыв, то определяемое внут-
реннее усилие может иметь два значения, соответствующие расположению 
силы бесконечно близко слева и справа от точки разрыва. 
 
 
                                                                              
Рис. 3.13 
 
Система сосредоточенных сил (рис. 3.14). Пусть к конструкции 
приложена система сосредоточенных сил ),...,1(  niPi =  на расстояниях ia  
от левой опоры. Ординаты линии влияния под местами приложения сил 
имеют значения is . Исходя из принципа независимости действия сил и с 
учетом (3.12) получим следующую формулу для определения S : 
                                                        i
n
i
isPS ∑
=
=
1
.                                             (3.13) 
Правила знаков при пользовании формулой (3.13) аналогичны введенным 
правилам для формулы (3.12).  
 При расположении системы сосредоточенных сил над прямолиней-
ным участком линии влияния (рис. 3.15) можно для определения внутрен-
него усилия заменять систему сил ее равнодействующей. Для доказатель-
ства этого свойства прямолинейного участка линии влияния подставим в 
(3.13) соотношение 
α=  tgii as  
и получим 
i
n
i
iaPS ∑
=
α=
1
tg , 
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где i
n
i
i xP∑
=1
 – сумма моментов сил относительно точки O (рис. 3.15), кото-
рая, согласно теореме Вариньона, равняется моменту равнодействующей 
этих сил  
0
1
RaaP i
n
i
i =∑
=
. 
Отсюда следует, что усилие S  равняется 
00tg RsRaS =α= . 
 
Рис. 3.14 Рис. 3.15 
 
Распределенная нагрузка (рис. 3.16). Пусть к конструкции на некотором 
ее участке ][ b,a  приложена распределенная нагрузка с переменной интенсивно-
стью g(x). Выделим элементарный участок dx  и определим для него равнодей-
ствующую нагрузки  dxxgR )(= . Тогда, применяя (3.12) и выполняя интегри-
рование на участке ][ b,a , получим следующую формулу для определения S : 
                                                   ∫=
b
a
dxxsxgS )()( .                                        (3.14) 
Здесь )(xg  – функция, описывающая закон нагружения, )(xs  – 
функция, описывающая линию влияния внутреннего усилия на участке на-
гружения.  
 Если распределенная нагрузка имеет постоянную интенсивность g  
(рис. 3.17, а), то ее можно вынести за знак интеграла в формуле (3.14). То-
гда формула принимает вид 
                                               ab
b
a
gAdxxsgS == ∫ )( ,                                     (3.15)  
О 
л. вл. S 
Pn 
Pi 
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где abA  – площадь линии влияния внутреннего усилия на участке нагру-
жения. При пользовании формулой (3.15) знак abA  определяется по линии 
влияния, а знаки для интенсивности g  принимаются согласно рис. 3.17, б. 
 
 
Рис. 3.16 
 
 
Рис. 3.17 
 
 Доказанное выше свойство прямолинейного участка линии влияния 
справедливо и для распределенной нагрузки как переменной, так и посто-
янной интенсивности. 
Внешний момент (рис. 3.18, а). Пусть к конструкции приложен мо-
мент 1M  на расстоянии 1a  от левой опоры. Представим заданный момент в 
виде пары вертикальных сил с плечом dx . Ординаты линии влияния под 
местами приложения заменяющих сил 
dx
M1
, соответственно, имеют значе-
ния s  и dss + . Тогда, применяя (3.13), получим следующую формулу для 
определения S : 
                                                111 tgα== Mdx
dsMS ,                                    (3.16) 
где 1 tgα  – тангенс угла наклона касательной к линии влияния под местом 
приложения к конструкции момента 1M . При пользовании формулой (3.16) 
знаки для входящих в нее величин принимаются согласно рис. 3.18, б.  Если в 
точке приложения момента на линии влияния имеется разрыв, то определяе-
мое внутреннее усилие может иметь два значения, соответствующие распо-
ложению момента бесконечно близко слева и справа от точки разрыва. 
Система внешних моментов (рис. 3.19). Пусть к конструкции при-
ложена система моментов ),...,1(  niM i =  на расстояниях ia  от левой опоры.  
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Рис. 3.18 
 
 
 
 
Рис. 3.19 
 
Тангенсы углов наклона касательных к линии влияния под местами 
их приложения  имеют значения iα tg . Исходя из принципа независимо-
сти действия сил и с учетом (3.16) получим следующую формулу для оп-
ределения S : 
                                                     i
n
i
iMS α= ∑
=
tg
1
.                                          (3.17) 
Правила знаков при пользовании формулой (3.17) аналогичны введенным 
правилам  для формулы (3.16).  
 В случае действия на конструкцию неподвижной нагрузки, включаю-
щей одновременно несколько видов, внутреннее усилие от ее действия, со-
гласно принципу независимости действия сил, находится сложением внут-
ренних усилий, найденных от действия каждого вида нагрузки отдельно.    
 
3.4.2. Применение линии влияния к определению расчетных  
значений внутренних усилий от подвижных нагрузок  
Определяя внутренние усилия согласно формулам (3.12) – (3.17) для 
произвольных положений подвижных нагрузок, можно получить функцио-
нальные зависимости этих усилий от абсциссы x .  
Исследуя полученные зависимости приемами математического анализа 
разыскания наибольшего и наименьшего значений функции, можно найти 
опасные положения подвижных нагрузок. Однако разнообразие подвижных 
нагрузок, отсутствие общих закономерностей в очертаниях линий влияния не 
позволяют конкретизировать эти приемы для отыскания опасного положения 
подвижной нагрузки произвольного вида далее общей схемы исследования 
функций.  
S(M1…Mn ) 
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Поэтому рассмотрим применение линий влияния определенного очерта-
ния для отыскания опасных положений подвижных нагрузок конкретных ви-
дов, имеющих практическое значение для статического расчета конструкций. 
Треугольная линия влияния. Такие очертания имеют линии влия-
ния изгибающих моментов, а также линии влияния продольных сил, воз-
никающих в поясах ряда ферм. Будем отыскивать опасные положения 
двухосной и многоосной подвижных нагрузок и определять расчетные 
значения внутреннего усилия расчS . 
Сначала рассмотрим произвольное положение двухосной нагрузки с 
одинаковыми значениями сил PPP == 21  (рис. 3.20).  
 
 
 
Рис. 3.20 
 
При произвольном положении двухосной нагрузки (рис. 3.20, а) 
внутреннее усилие S  согласно (3.13) описывается зависимостью 
                                        )()( 21 ssPxS +=  ,                                       (3.18) 
где 1s  и 2s  – переменные ординаты линии влияния под левым и правым гру-
зами подвижной нагрузки.  
Из (3.18) очевидно, что усилие S  принимает наибольшее значение, ко-
гда такое значение принимает сумма ординат 1s  и 2s . Это достигается при 
расположении подвижной нагрузки одним грузом над вершиной линии влия-
ния, а вторым – над более пологим участком линии влияния. Такое положе-
ние двухосной нагрузки будет опасным (рис. 3.20, б), и ему соответствует 
следующее расчетное значение внутреннего усилия 
                                                )( max пврасч ssPS += .                                    (3.19) 
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А теперь рассмотрим произвольное положение многоосной нагрузки 
с различными значениями сил ),...,1(  niPi = . При произвольном положе-
нии такой нагрузки (рис. 3.21) 
внутреннее усилие S  соглас-
но (3.13) описывается зави-
симостью 
∑∑
+==
+=
n
kj
jj
k
i
ii sPsPxS
11
)( . (3.20) 
Здесь iP  и ),...,1(  kisi =  – 
силы, расположенные слева 
от вершины линии влияния, и 
соответствующие им ордина-
ты линии влияния, а jP  и 
),...,1(  nkis j +=  – аналогичные величины, связанные с правым участком 
линии влияния.  
 Продифференцируем (3.20) по x  и получим 
                                            ∑∑
+==
β−α= n
kj
j
k
i
i PPdx
dS
11
tgtg .                               (3.21) 
Из (3.21) следует, что внутреннее усилие S  при движении нагрузки не 
достигнет своего наибольшего значения, пока  первая производная не по-
меняет знак 
                                                           
0,
0.
dS
dx
dS
dx
>
<
                                                (3.22) 
Порядок смены знаков зависит от направления движения нагрузки. 
Из (3.21) очевидно, что выполнение условий (3.22) возможно только 
при переходе одной из сил через вершину линии влияния. Сила, для кото-
рой эти условия выполняются, называется критической, и при ее нахож-
дении над вершиной положение подвижной нагрузки является опасным.   
Применяя условия (3.22) к (3.21) и подставляя соотношения 
max maxtg ;   tgs s
a b
α = β = , 
Рис. 3.21 
 
л. вл. S 
S(Р1 …Рn ) 
              
s1         si             smax sn 
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получим следующие аналитические признаки критической силы: 
                                                  
,
.
лев кр пр
пр крлев
R P R
a b
R PR
a b
+
>
+
<
                                         (3.23) 
Здесь левR  и прR – равнодействующие сил, расположенные слева и 
справа от критической силы.  
Расчетное значение внутреннего усилия  с учетом свойства прямоли-
нейного участка линии влияния определяется по формуле 
прпркрлевлеврасч sRsPsRS ++= max , 
где левs  и прs – ординаты линии влияния, соответственно, под равнодей-
ствующими сил, расположенных слева и справа от критической нагрузки. 
 Знакопеременная линия влияния произвольного очертания. Та-
кое очертание имеют линии влияния внутренних усилий многопролетных 
балок, как статически определимых, так и неопределимых. Будем разыски-
вать опасные положения временной вертикальной нагрузки и определять 
соответствующие этим положениям внутренние усилия. 
 При произвольном положении временной нагрузки (рис. 3.22) внут-
реннее усилие S
 
согласно (3.15) описывается зависимостью 
                                            )1,1(  );  ()( 21 <β<αβ+α= −+ AAqxS ,                             (3.24) 
где q  – интенсивность временной нагрузки; +α 1 A  – площадь загруженной 
части положительного участка 
линии влияния, −β 2 A  – площадь 
загруженной части отрицательно-
го  участка линии влияния. Из 
(3.24) следует, что для  временной 
нагрузки возможны два опасных 
положения.  
 В одном случае временная 
нагрузка должна располагаться 
над всеми положительными 
участками линии влияния. Такому ее расположению соответствует наи-
большее значение внутреннего усилия, которое определяется по формуле 
∑ +=
i
iAqSmax . 
Рис. 3.22 
 
л. вл. S 
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Здесь ∑ +
i
iA – сумма площадей всех положительных участков линии 
влияния. 
 Во втором случае временная нагрузка должна располагаться над 
всеми отрицательными участками линии влияния. Такому ее располо-
жению соответствует наименьшее значение внутреннего усилия, которое 
определяется по формуле 
∑ −=
j
jAqSmin . 
Здесь ∑ −
j
jA – сумма площадей всех отрицательных участков линии 
влияния. 
 
3.5. Построение линий влияния внутренних усилий  
в стержнях простых ферм 
 
 Необходимость построения линий влияния в фермах вызывается тем, 
что они могут подвергаться действию как подвижной, так и временной на-
грузок. Учитывая узловой характер передачи таких нагрузок на реальные 
фермы, построение линий влияния в фермах связано только с продольны-
ми силами, возникающими в их стержнях. Поскольку линии влияния 
опорных реакций простой фермы имеют такое же очертание, как и для 
аналогичной балки, то их построение не рассматривается. 
Линии влияния продольных сил в фермах обычно строятся статическим 
методом. При построении линии влияния заданной продольной силы выбирает-
ся та его разновидность, которая наиболее целесообразна для отыскания этой 
продольной силы. Применение разновидностей статического метода к построе-
нию линий влияния в фермах покажем на конкретных примерах.   
 
3.5.1. Применение для построения линий влияния метода рассече-
ния на крупные части 
Рассмотрим ферму трапециевидного очертания с треугольной ре-
шеткой и тремя дополнительными стойками. Движение сосредоточенного 
вертикального груза, равного единице, может происходить по нижнему 
поясу (груз понизу) и по верхнему поясу (груз поверху) (рис. 3.23, а). 
Предполагается, что движение единичного груза происходит по вспомога-
тельным балочкам, которые опираются на узлы фермы. Таким образом 
обеспечивается узловое нагружение фермы.  
Применение метода рассечения на крупные части к построению ли-
ний влияния рассмотрим для продольных сил, возникающих в стержнях 
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3O  и 3D . Рассечем ферму на две части через третью панель верхнего и 
четвертую панель нижнего поясов (рис. 3.23, б). При нахождении продоль-
ных сил 3O  и 3D  как некоторых функций от абсциссы x произвольного 
положения единичного груза будем рассматривать три его положения – 
слева и справа от рассеченной панели и в пределах этой панели. 
 
 
 
Рис. 3.23 
 
Линия влияния 3O . Рассмотрим первое произвольное положение 
единичного груза – груз понизу и слева от рассеченной панели (3.23, б). 
Для определения продольной силы 3O  рассмотрим равновесие правой от-
сеченной части фермы и составим уравнение моментов относительно мо-
ментной точки этого усилия 3OR  
                       02)()(-  ;0 3..3 =⋅−⋅=∑ axVhxOM B
чпр
OR
, 
откуда 
                                                 )(2)(3 xVh
a
xO B−= .                                      (3.25) 
Из (3.25) следует, что левый участок линии влияния 3O  имеет очертание 
линии влияния правой опорной реакции фермы )(xVB , ординаты которой 
должны быть умножены на величину 
h
a2
−  (рис. 3.24).  
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Рис. 3.24 
 
 Рассмотрим второе произвольное положение единичного груза – груз 
понизу и справа от рассеченной панели. Для определения продольной си-
лы 3O  рассмотрим равновесие левой отсеченной части фермы и составим 
уравнение моментов относительно моментной точки этого усилия 
                        04)()(  ;0 3.. 3 =⋅−⋅=∑ axVhxOM A
чл
OR , 
откуда 
                                                 )(4)(3 xVh
a
xO A−= .                                      (3.26) 
Из (3.26) следует, что правый участок линии влияния 3O  имеет очертание 
линии влияния левой опорной реакции фермы, ординаты которой должны 
быть умножены на величину 
h
a4
−  (см. рис. 3.24).  
 Рассмотрим третье произвольное положение единичного груза – груз 
понизу и в пределах рассеченной панели. Так как изменение продольной 
силы 3O  будет описываться некоторой линейной функцией от абсциссы x 
единичного груза, а концевые значения ординат этой функции могут быть 
найдены из (3.25) и (3.26), то этого достаточно для получения очертания 
соединительного участка линии влияния. 
Очертание линии влияния продольной силы 3O  при движении груза 
понизу показано на рис. 3.24 сплошной линией. Левый и правый участки 
линии влияния пересекаются под моментной точкой 3OR . 
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Поскольку при движении единичного груза поверху при составлении 
уравнений равновесия для трех рассмотренных произвольных положений 
единичного груза ничего не изменяется, то полученные соотношения (3.25) 
и (3.26) справедливы для такого движения груза. Однако при этом изме-
няются границы рассеченной третьей панели верхнего пояса по сравнению 
с аналогичной панелью нижнего пояса. Поэтому на линии влияния 3O  из-
менится очертание соединительного участка, который показан на рис. 3.24 
пунктирной линией. 
Линия влияния 3D . Для определения продольной силы 3D  при поло-
жении единичного груза понизу и слева от рассеченной панели (см. рис. 3.23, б) 
составим сумму проекций сил правой отсеченной части фермы на ось y  
                         0)(sin)(  ;0 3.. =+β⋅=∑ xVxDy Bчпр , 
откуда 
                                               )(
sin
1)(3 xVxD Bβ−= .                                     (3.27) 
Из (3.27) следует, что левый участок линии влияния 3D  имеет очертание 
линии влияния правой опорной реакции фермы, ординаты которой умно-
жены на величину β− sin
1
 (рис. 3.25).  
 
 
 
Рис. 3.25 
 
Для определения продольной силы 3D  при положении единичного 
груза понизу и справа от рассеченной панели составим сумму проекций 
сил левой отсеченной части фермы на ось y  
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                         0)(sin)(-  ;0 3.. =+β⋅=∑ xVxDy Aчл , 
откуда 
                                                  )(
sin
1)(3 xVxD Aβ= .                                    (3.28) 
Из (3.28) следует, что правый участок линии влияния 3D  имеет очертание 
линии влияния левой опорной реакции фермы, ординаты которой умноже-
ны на величину βsin
1
 (см. рис. 3.25).  
Для получения соединительного участка, как и в предыдущем случае 
построения линии влияния, используются концевые значения 3D , полу-
ченные из (3.27) и (3.28). Очертание линии влияния 3D  при движении гру-
за понизу показано на рис. 3.25 сплошной линией. Очертание соедини-
тельного участка, соответствующее движению единичного груза поверху, 
показано на рис. 3.25 пунктирной линией. 
  
3.5.2. Применение метода вырезания узлов для построения ли-
ний влияния  
 Будем по-прежнему рассматривать ферму, показанную на рис. 3.23, а. 
Применим метод вырезания узлов для построения линии влияния продоль-
ной силы, возникающей в дополнительной стойке 3V . Вырежем узел нижне-
го пояса фермы, к которому примыкает эта стойка (рис. 3.26). При нахожде-
нии продольной силы 3V  будем рассматривать три положения движущегося 
единичного груза по отношению к вырезанному узлу – груз в узле, груз вне 
узла и вне рассеченных панелей, груз в рассеченных панелях. 
 
 
Рис. 3.26 
 
Рассмотрим первое положение единичного груза – груз понизу и в уз-
ле (рис. 3.26, а). Для определения продольной силы 3V  рассмотрим равнове-
сие узла и составим сумму проекций сил, приложенных к узлу, на ось y 
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                                                 01  ;0 3 =−=∑ Vy , 
откуда 
                                                           13 =V .                                                 (3.29) 
Соотношение (3.29) дает значение одной ординаты линии влияния 3V , со-
ответствующей расположению единичного груза в узле. 
Рассмотрим второе положение единичного груза – груз понизу и вне 
узла и вне рассеченных панелей (рис. 3.26, б). Для определения продоль-
ной силы 3V  также составим сумму проекций узловых сил на ось y 
                                                 0)(  ;0 3 ==∑ xVy , 
откуда 
                                                          0)(3 =xV .                                             (3.30) 
Из соотношения (3.30) следует, что очертание линии влияния 3V  при вто-
ром положении единичного груза совмещается с осью x. Такой результат 
очевиден, так как имеем трехстержневой ненагруженный узел, в котором 
оси двух стержней нижнего пояса направлены по одной прямой. Следова-
тельно, дополнительная стойка 3V  является нулевой при движении еди-
ничного груза вне рассеченных панелей, полученных при вырезании узла. 
Для получения двух соединительных участков используются конце-
вые значения 3V , найденные из (3.29) и (3.30). Очертание линии влияния 
3V  показано на рис. 3.27.  
 
 
 
Рис. 3.27 
 
Поскольку при движении единичного груза поверху по отношению к 
вырезанному узлу он может занимать только положение вне узла и вне 
рассеченных панелей, то продольная сила 3V  при любом его положении 
описывается соотношением 0)(3 =xV  и очертание линии влияния совме-
щается с осью x. На рис. 3.27 оно показано пунктирной линией. 
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3.6. Резюме 
 
Расчет на действие подвижной нагрузки связан с определением ее 
опасных положений, при которых внутренние усилия принимают экстре-
мальные значения. 
Для линейно деформируемых систем отыскание опасных положений 
любых подвижных нагрузок основано на использовании линии влияния. 
Линией влияния некоторой величины, возникающей в определенном 
месте конструкции, называется график, описывающий изменение этой ве-
личины в зависимости от положения движущегося по конструкции верти-
кального сосредоточенного единичного груза. 
Существует два способа построения линий влияния – статический и 
кинематический.  
Линии влияния можно применять для определения внутренних уси-
лий от неподвижных нагрузок. 
 
3.7. Материалы для самоконтроля 
 
Проверьте, как Вы усвоили следующие понятия, определения, алго-
ритмы и формулы: 
– подвижная нагрузка; 
– временная нагрузка; 
– опасное положение подвижной нагрузки; 
– линия влияния; 
– ордината линии влияния; 
– способы построения линий влияния; 
– определение по линиям влияния внутренних усилий от различных 
видов неподвижной нагрузки; 
– определение по линиям влияния внутренних усилий от различных 
видов подвижной нагрузки; 
– размерность ординат линий влияния. 
Проверьте, как Вы умеете для статически определимых стержневых 
конструкций: 
– строить линии влияния M, Q статическим способом; 
– строить линии влияния M, Q кинематическим способом; 
– определять по линиям влияния внутренние усилия от неподвиж-
ной нагрузки; 
– определять по линиям влияния внутренние усилия от подвижной 
нагрузки. 
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М-4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В ПЛОСКИХ  
СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЯХ 
 
4.0. Введение в модуль 
 
Основными целями модуля являются: 
− рассмотрение понятия деформации конструкции и ее количест-
венных характеристик; 
− рассмотрение понятий полных, частичных и единичных переме-
щений; 
− рассмотрение понятий обобщенной силы и обобщенного переме-
щения; 
− получение формулы для вычисления работы внутренних сил пло-
ской стержневой конструкции; 
− получение формул для определения перемещений в плоских 
стержневых конструкциях от нагрузки, температуры и осадки опор. 
 Структура изучаемого модуля включает следующие учебные эле-
менты: 
1. Общие сведения о перемещениях. 
2. Связь между внешними силами и перемещениями в линейно де-
формируемых системах. 
3. Работа внешних сил линейно деформируемой конструкции. 
4. Работа внутренних сил линейно деформируемой конструкции. 
5. Аналитическая форма определения перемещений в плоских 
стержневых конструкциях от произвольных внешних воздействий. 
6. Некоторые теоремы о перемещениях в линейно деформируемых 
конструкциях. 
При изучении учебных элементов рекомендуется использование сле-
дующей литературы: [2, c. 53 – 66]; [3, c. 111 – 140]; [4, c. 225 – 245];  
[5, c. 159 – 192]; [7, с. 178 – 201]; [10, с. 201 – 221]. 
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4.1. Общие сведения о перемещениях 
 
4.1.1. Понятие деформации конструкции  
 Конструкции при приложении к ним внешних воздействий изменяют 
свою форму и размеры. Эти изменения называются деформацией конст-
рукции. Деформация сопровождается переходом конструкции из началь-
ного недеформированного состояния в некоторое деформированное со-
стояние.  
В зависимости от способности конструкции сохранять деформацию 
различают упругие и упругопластические деформации. В первом случае 
конструкция после снятия внешних воздействий полностью восстановит 
свою форму и размеры и возвратится в начальное недеформированное со-
стояние. Во втором случае происходит частичное восстановление формы и 
размеров конструкции, и после снятия внешних воздействий она не воз-
вратится в начальное недеформированное состояние. 
В зависимости от изменения деформаций конструкции во времени 
при постоянных внешних воздействиях различают постоянные и пере-
менные во времени деформации. Деформация конструкции, переменная 
во времени, включает в себя две составляющие. Первая составляющая ха-
рактеризует изменения формы и размеров конструкции, возникающие 
вслед за приложением внешнего воздействия, и называется мгновенной 
деформацией. Вторая составляющая характеризует происходящие во вре-
мени изменения мгновенной деформации вследствие ползучести конст-
рукционного материала и называется запаздывающей деформацией. 
   
4.1.2. Количественные характеристики деформированного  
состояния конструкции
 
 Изменения формы и размеров стержневой конструкции складывают-
ся из деформаций ее отдельных стержней. В свою очередь изменения фор-
мы и размеров отдельного стержня складываются из деформаций элемен-
тарных объемов сплошной гипотетической среды, моделирующей конст-
рукционный материал. Поэтому для количественного описания деформи-
рованного состояния конструкции используются две разновидности вели-
чин – дифференциальные и интегральные характеристики. 
 Дифференциальные характеристики описывают происшедшие 
изменения формы и размеров конструкции в окрестности ее произвольной 
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точки. Ими, как известно из курса сопротивления материалов, являются 
относительные числовые величины ε  и γ .  
С помощью величины ε  описывается изменение линейных размеров 
элементарного параллелепипеда, и она называется относительной линей-
ной деформацией. Другая величина γ  используется для описания измене-
ния формы элементарного параллелепипеда за счет сдвига его граней, и 
она называется сдвиговой деформацией или углом сдвига.  
 Интегральные характеристики описывают происшедшие измене-
ния формы и размеров конструкции в целом. Ими являются линейное и 
угловое перемещения. Рассмотрим в недеформированном состоянии неко-
торой конструкции две точки A и B и соединяющий их отрезок прямой  
(рис. 4.1, а). При деформировании конструкции от действия, например, на-
грузки эти точки займут новые положения A1 и B1. Линейные перемещения 
этих точек характеризуются длинами отрезков прямых AA1 и BB1, соеди-
няющих положения точек в недеформированном и деформированном со-
стояниях конструкции (рис. 4.1, б). Угловое перемещение характеризуется 
величиной угла поворота φ отрезка прямой AB при переходе конструкции 
из недеформированного в деформированное состояние (рис. 4.1, б). 
 
 
 
Рис. 4.1 
  
4.1.3. Существующие подходы к определению перемещений 
Умение определять перемещения необходимо для оценки пригодно-
сти конструкций к нормальной эксплуатации. Такая пригодность конст-
рукции, как отмечалось ранее, характеризуется ее жесткостью. Понятием, 
противоположным жесткости конструкции, является податливость конст-
рукции. И, следовательно, податливость характеризует способность конст-
рукции допускать возникновение в ней перемещений. Таким образом, же-
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сткость и податливость являются характеристиками деформативности кон-
струкции. 
Жесткость конструкции зависит от применяемого конструкцион-
ного материала, жесткости конструктивных элементов и способов соеди-
нения этих элементов между собой.  
Влияние конструкционного материала на жесткость конструк-
ции описывается двумя модулями – E  и G . Модуль упругости E  харак-
теризует способность материала сопротивляться возникновению упругих 
линейных деформаций, а модуль сдвига G  – угловых деформаций. 
 Жесткость конструктивного элемента зависит от жесткости его по-
перечного сечения и длины элемента. Жесткость поперечного сечения 
описывается тремя величинами:  
− изгибной жесткостью EI , где I  – момент инерции поперечного 
сечения относительно оси, перпендикулярной плоскости изгиба; 
− продольной жесткостью EA , где A  – площадь поперечного се-
чения;  
− сдвиговой жесткостью GA .   
Жесткость конструктивного элемента характеризуется отношением 
жесткости поперечного сечения к длине элемента и называется, соответст-
венно, его погонной жесткостью при изгибе, растяжении-сжатии или сдвиге. 
В зависимости от жесткости конструкции возможны два подхода к 
определению перемещений.  
Один подход связан с определением малых перемещений, и он 
справедлив для жестких конструкций. Такие конструкции обычно относят-
ся к линейно деформируемым системам. Согласно этому подходу опреде-
ляются перемещения, которые малы по сравнению с размерами самой кон-
струкции. 
Второй подход позволяет определять большие перемещения, и он 
справедлив для гибких конструкций. Такие конструкции обычно относятся 
к геометрически нелинейным системам. Согласно этому подходу опреде-
ляются перемещения, которые не малы по сравнению с размерами самой 
конструкции. 
В дальнейшем рассматриваются малые перемещения, возникающие 
при упругой деформации стержневых конструкций от внешних воздейст-
вий – нагрузки, температуры и осадки опор. Для их определения будем ис-
пользовать аналитическую и матричную формы.  
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4.2. Связь между внешними силами и перемещениями 
 в линейно деформируемых системах 
 
 Рассмотрим произвольную линейно деформируемую стержневую 
конструкцию, которую условно изобразим в виде простой балки. Пусть к 
ней приложены n  сосредоточенных сил (рис. 4.2, а). От действия заданных 
сил конструкция деформируется, и по направлению каждой из них возник-
нут линейные перемещения точек их приложения. 
 
 
 
Рис. 4.2 
 
4.2.1. Полные, частичные и единичные перемещения 
Линейные перемещения, происходящие в конструкции от действия 
всех сил одновременно, будем называть полными перемещениями и обо-
значать ),...,1(  nii =∆  (рис. 4.2, б). Индекс i  указывает номер направления, 
по которому возникает перемещение.  
При раздельном приложении сил ),...,1(  njPj =  по рассматриваемым 
направлениям в конструкции также будут возникать линейные перемеще-
ния ),...,1,(  njiij =∆  (рис. 4.3), являющиеся частями соответствующих 
полных перемещений i∆ . Первый индекс i  в обозначении частичных пе-
ремещений указывает номер направления, по которому перемещение про-
исходит, а второй индекс j  – номер направления, по которому действует 
сила, вызывающая это перемещение. 
Частичное перемещение вида ii∆  называется собственным переме-
щением, и оно возникает от силы iP  по ее направлению. Частичное пере-
мещение вида )(  jiij ≠∆  называется побочным перемещением. 
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Рис. 4.3 
 Если к конструкции по направлению номер j  приложить безразмер-
ную силу 1~ =jP , то возникающие в конструкции перемещения по указан-
ным выше направлениям называют единичными. Такие перемещения обо-
значаются ijδ  )n,...,j,i( 1=  (рис. 4.4), и их индексы указывают те же на-
правления, что и для частичных перемещений ij∆ . Единичные перемеще-
ния, как и частичные, подразделяются на собственные и побочные. 
 
 
Рис. 4.4 
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4.2.2. Характеристики деформативности линейно деформируемых 
систем 
Полное и частичное перемещения конструкции по некоторому на-
правлению i , согласно принципу независимости действия сил, связаны 
следующим соотношением: 
                                             ∑
=
∆=∆
n
j
iji
1
.                          (4.1)   
В свою очередь произвольное частичное перемещение ij∆  связано линей-
ной зависимостью с соответствующим ему единичным перемещением ijδ  
                                                        jijij Pδ=∆ .                                                (4.2) 
Подставляя (4.2) в (4.1), получим соотношение, связывающее полное пе-
ремещение конструкции с действующими силами 
                                                      ∑
=
δ=∆
n
j
jiji P
1
.                                              (4.3) 
Соотношение (4.3), согласно которому полное перемещение i∆  является 
линейной функцией действующих сил ),...,1(  njPj = , называется обоб-
щенным законом Гука или законом Гука для конструкции.  
 Входящие в (4.2) и (4.3) единичные перемещения играют роль коэф-
фициентов пропорциональности между силами и перемещениями. Они по-
зволяют количественно оценивать способность конструкции получать пе-
ремещения по определенному направлению и поэтому называются коэф-
фициентами податливости.  
 Применим (4.3) к каждому полному перемещению конструкции: 
                                             
1 11 1 1
1 1
... ,
.................................
... .
n n
n n nn n
P P
P P
∆ = δ + + δ
∆ = δ + + δ
                                      (4.4) 
Входящие в полученные линейные соотношения коэффициенты по-
датливости ijδ  образуют квадратную матрицу ( )ijδ , которая называется 
матрицей податливости конструкции. Тогда матричная запись соотноше-
ний (4.4) имеет вид 
                                                       ( )Pij  δ=∆ .                                               (4.5) 
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Входящая в (4.5) квадратная матрица ( )ijδ  называется матрицей податли-
вости конструкции. Ее элементы количественно характеризуют способ-
ность конструкции получать перемещения по различным направлениям. 
 Так как рассматриваемая конструкция является геометрически неиз-
меняемой системой, то матрица податливости ( )ijδ  неособенная и сущест-
вует обратная ей матрица – матрица жесткости. Из этого следует, что сис-
тема линейных соотношений (4.4) совместна, и ее можно разрешить отно-
сительно заданных сил: 
                                                 
nnnnn
nn
rrP
rrP
∆++∆=
∆++∆=
...
...............................
...
11
11111
.                                    (4.6) 
Соотношения (4.6), согласно которым действующие на конструкцию 
силы являются линейными функциями ее полных перемещений, являются 
другой формой обобщенного закона Гука. Входящие в эти соотношения 
коэффициенты пропорциональности ijr  количественно характеризуют спо-
собность конструкции сопротивляться возникновению перемещений по 
определенному направлению, называются коэффициентами жесткости и 
образуют матрицу жесткости конструкции ( )ijr . Матричная запись соот-
ношений (4.6) имеет вид 
                                               ( )∆=  ijrP .                                             (4.7)  
                                                       
4.3. Работа внешних сил линейно деформируемой  
конструкции 
 
 Основным видом внешнего воздействия, вызывающего деформацию 
стержневой конструкции, является нагрузка. При деформации конструк-
ции внешние силы совершают работу. Будем полагать действующую на 
конструкцию нагрузку статической. Нагружение считается статическим, 
если перемещения конструкции происходят очень медленно. Это позволя-
ет не учитывать силы инерции масс конструкции, возникающие при ее де-
формировании.  
При определении работы внешних сил различают действительную и 
возможную работу. Определение действительной и возможной работы 
поясним на примере деформации простой балки от действия простейшей 
нагрузки – сосредоточенной силы (рис. 4.5, а), а затем обобщим на случай 
произвольной нагрузки. 
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4.3.1. Действительная работа внешних сил 
 Действительной работой сосредоточенной силы P  является работа, кото-
рую она совершает на собственном перемещении ∆  (рис. 4.5, б). В процессе 
выполнения работы считается, что сила и перемещение плавно изменяются 
от нуля до некоторых конечных 
значений KP  и K∆ .  
Поскольку конструкция счи-
тается линейно деформируемой 
системой, то зависимость переме-
щений от нагрузки имеет вид  
                P∆ = δ ,               (4.8) 
где коэффициент пропорциональ-
ности δ  равняется собственному 
единичному перемещению силы 
1=P~ . Соотношение (4.8) описывается линейным графиком, показанным 
на рис. 4.6, а. По оси абсцисс этого графика откладываются значения соб-
ственного перемещения ∆ , а по оси ординат – значения силы P . 
 
Рис. 4.6 
Если перемещение ∆  получит некоторое приращение ∆d , то сила P  
выполнит на нем элементарную действительную работу  
∆= PddA . 
Тогда вся действительная работа, совершаемая силой P , определяет-
ся по формуле 
0
K
A Pd
∆
= ∆∫ .                                             (4.9) 
Рис.  4.5 
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и, с учетом (4.8), равняется 
                                                   
2
0
1
 
2
KP
KA PdP P= δ = δ∫ .                                 (4.10) 
Из формулы (4.10) видно, что действительная работа сосредоточенной си-
лы всегда является положительной величиной. 
Применяя соотношение (4.8) для конечных значений KP , K∆  и под-
ставляя его в (4.10), приведем формулу для вычисления действительной 
работы к виду 
                                                           
1
2 K K
A P= ∆ .                                       (4.11) 
Выражение (4.11) называется формулой Клапейрона и из нее следует, что 
действительная работа равняется площади заштрихованного треугольника 
на графике рис. 4.6, б. 
 При действии на конструкцию системы сосредоточенных сил (рис. 4.7) 
действительная работа внешних сил равняется полусумме произведений 
каждой силы на перемещение по ее направлению, вызванное действием 
всех сил, и определяется по формуле 
                                                       
1
1
2
n
i i
i
A P
=
= ∆∑ .                                         (4.12) 
 
4.3.2. Возможная работа внешних сил 
 Возможной работой является работа, которую сосредоточенная сила 
P  совершает на перемещении, вызванным какой-либо иной причиной, на-
пример, осадкой левой опоры (рис. 4.8). В процессе выполнения работы 
сила P  считается неизменной, а перемещение плавно изменяется от нуля 
до некоторого конечного значения  K∆′ .  
 
 
Рис. 4.7 
 
Рис. 4.8 
 
Графически такой процесс описывается прямой линией, показанной 
на рис. 4.9, а. Тогда возможная работа сосредоточенной силы P  равняется 
                                              KPA ∆′=′ .                                              (4.13) 
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Из формулы (4.13) следует, что возможная работа равняется площади за-
штрихованного прямоугольника (рис. 4.9, б). Эта работа может быть как 
положительной, так и отрицательной. Знак плюс в (4.13) будет в случае, 
если направление действия силы совпадает с направлением перемещения. 
В противном случае в формуле (4.13) берется знак минус. 
 
 
Рис. 4.9 
При действии на конструкцию системы сосредоточенных сил (рис. 4.10) 
возможная работа внешних сил равняется алгебраической сумме произве-
дений каждой силы на перемещения по их направлению, вызванные дру-
гими причинами, и определяется по формуле 
                                             ∑
=
∆′=′
n
i
iiPA
1
.                                           (4.14) 
 
Рис.  4.10 
 
4.3.3. Обобщенная сила и обобщенное перемещение 
 В общем случае при статическом нагружении стержневой конст-
рукции на нее действует некоторая совокупность сосредоточенных сил, 
моментов и распределенных нагрузок. Если составляющие этой сово-
купности нагрузок изменяются пропорционально одному параметру P , 
то она называется обобщенной силой, а параметр P  – значением обоб-
щенной силы.  
 Понятию обобщенной силы соответствует понятие обобщенного пе-
ремещения. Под обобщенным перемещением понимают некоторую гео-
РК 
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метрическую величину, связанную с деформированным состоянием конст-
рукции, произведение которой на параметр обобщенной силы позволяет 
вычислить действительную или возможную работу заданной совокупности 
нагрузок по одночленным формулам вида (4.11) или (4.13). 
Для иллюстрации понятий обобщенной силы и обобщенного переме-
щения рассмотрим простую балку (рис. 4.11), нагруженную тремя сосредото-
ченными силами, которые изменяются пропорционально параметру P : 
                                           PPPPPP 5,0  ;3  ; 321 === . 
От действия осадки левой опоры  балка дополнительно деформировалась, 
в процессе которой силы 321   ,  , PPP  не изменялись. Используя формулу 
(4.14), запишем величину возможной работы, которую совершат силы, 
действующие на балку 
                                           321 5,03 ∆′−∆′+∆′=′ PPPA .                                (4.15) 
Вынося параметр P  за скобки, приведем (4.15) к виду 
                                                          
*
 ∆=′ PA , 
где 321
* 5,03 ∆′−∆′+∆′=∆  – обобщенное перемещение рассматриваемой 
обобщенной силы. Таким образом, обобщенным перемещением является 
геометрическая величина, произ-
ведение которой на параметр обоб-
щенной силы позволяет опреде-
лить возможную работу этой 
обобщенной силы. 
 Некоторые виды обобщен-
ных сил и соответствующих им 
обобщенных перемещений, кото-
рые будут встречаться при дальнейшем изложении курса, приведены на 
рис. 4.12. 
Пусть к конструкции в двух точках, лежащих на горизонтальной 
прямой, приложены две одинаковые горизонтальные силы P  противопо-
ложного направления (рис. 4.12, а). Тогда взаимное смещение по горизон-
тали точек приложения этих сил BA ∆+∆=∆
*
 является обобщенным пере-
мещением этой обобщенной силы. 
Пусть к конструкции в двух точках, лежащих на горизонтальной 
прямой, приложены две одинаковые вертикальные силы P  противополож-
ного направления (рис. 4.12, б). Тогда взаимное смещение по вертикали 
Рис. 4.11 
 103 
точек приложения этих сил BA ∆+∆=∆
*
 является обобщенным перемеще-
нием этой обобщенной силы. 
 
 
 
Рис. 4.12 
 
Пусть к конструкции в некотором сечении приложен момент M  
(рис. 4.12, в). Тогда угол поворота этого сечения Aϕ=∆*  является обоб-
щенным перемещением этой обобщенной силы. 
Пусть к конструкции в двух сечениях приложены два одинаковых 
момента M  противоположного направления (рис. 4.12, г). Тогда взаимный 
угол поворота этих сечений BA ϕ+ϕ=∆*  является обобщенным перемеще-
нием этой обобщенной силы. 
  
4.4. Работа внутренних сил линейно деформируемой конструкции 
 
 При деформации стержневой конструкции наряду с внешними сила-
ми совершают работу и внутренние силы. Так как внутренние силы оказы-
вают сопротивление деформации конструкции при ее загружении, то рабо-
та этих сил для линейно деформируемых систем всегда отрицательна. 
Внутренние силы так же,  как и внешние силы, могут совершать действи-
тельную и возможную работу. 
Каждый элемент стержневой конструкции представляет собой некото-
рое нагруженное упругое тело. Поэтому сначала рассмотрим определение 
работы внутренних сил для нагруженного упругого тела, а затем определим 
такую работу для произвольной плоской стержневой конструкции.  
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4.4.1. Работа внутренних сил упругого тела 
 Пусть имеется произвольное упругое тело (рис. 4.13, а), которое де-
формируется от внешних воздействий – нагрузки, температуры и осадки 
опор. Внешние воздействия показаны на рис. 4.13, а схематично в виде 
символов c,t,P     , обведенных кругами. В теле возникают внутренние си-
лы. Выделим элементарный объем с размерами dz,dy,dx    вблизи произ-
вольной точки (рис. 4.13, б) и рассмотрим общий случай напряженно-
деформированного состояния. 
 
 
 
 
Рис. 4.13 
 
 Внутренние силы, действующие по граням элементарного объема, 
характеризуются тремя нормальными напряжениями zyx σσσ  , ,  и ше-
стью касательными напряжениями 
zyyzzxxzyxxy ττττττ  ,, , , , .  
Равнодействующие нормаль-
ных составляющих внутренних сил 
по граням элементарного объема об-
разуют три группы сил  
       dxdydxdzdydz zyx σσσ   ,  , ,    (4.16) 
действующих вдоль координатных 
осей в разные стороны (рис. 4.14). 
Следовательно, они являются обоб-
щенными силами с параметрами, 
равными соответствующим равнодействующим (4.16). 
 Равнодействующие касательных составляющих внутренних сил с 
учетом закона парности касательных напряжений  
Рис.  4.14 
б) 
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zyyzzxxzyxxy τ=ττ=ττ=τ , ,  
образуют три пары сил  
,  и  
,  и  
  ,  и  
dxdydxdz
dxdydydz
dxdzdydz
zyyz
zxxz
yxxy
ττ
ττ
ττ
 
с одинаковыми моментами противоположного направления (рис. 4.15). 
Следовательно, они являются обобщенными силами с параметрами, рав-
ными моментам соответствующих пар сил 
                                dzdxdydydxdzdxdydz zxyzxy )(  ,)(  ,)( τττ .                      (4.17) 
 
 
 
Рис.  4.15 
 
Деформация элементарного объема описывается тремя относитель-
ными линейными деформациями zyx εεε  , ,  и тремя углами сдвига 
zxyzxy γγγ  , , . Изменения размеров его сторон  
                                          dzdydx zyx εεε  , ,  
являются обобщенными перемещениями для соответствующих обобщен-
ных сил, образованных равнодействующими (4.16). В свою очередь, углы 
сдвига   
                                                        zxyzxy γγγ  , , ,  
характеризующие изменение формы элементарного объема, являются 
обобщенными перемещениями для соответствующих обобщенных сил с 
параметрами (4.17). 
 С учетом установленных обобщенных сил и обобщенных перемеще-
ний, возникающих в окрестности произвольной точки при деформирова-
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нии тела, получим выражение для действительной элементарной работы 
внутренних сил 
                    
( ) ( ) ( )
])()()(           
[
2
1
..
zxzxyzyzxyxy
zzyyxxсв
dzdxdydydxdzdxdydz
dzdxdydydxdzdxdydzdA
γτ+γτ+γτ+
+εσ+εσ+εσ−=
  
или 
                 dVdA zxzxyzyzxyxyzzyyxxсв ][2
1
..
γτ+γτ+γτ+εσ+εσ+εσ−= , (4.18) 
где dxdydzdV = . Аналогично получается и выражение для возможной эле-
ментарной работы внутренних сил  
                   dxdydzAd zxzxyzyzxyxyzzyyxxсв ][.. γτ+γτ+γτ+εσ+εσ+εσ−=′ .     
Выражение в квадратных скобках, входящее в полученные формулы, 
дает величину работы на единицу объема упругого тела и называется 
удельной работой внутренних сил. Тогда полная действительная и воз-
можная работа для всего упругого тела будут, соответственно, равны 
       ∫∫∫ γτ+γτ+γτ+εσ+εσ+εσ−=
V
zxzxyzyzxyxyzzyyxxсв dVA ][2
1
..
, (4.19) 
и 
                   ∫∫∫ γτ+γτ+γτ+εσ+εσ+εσ−=′
V
zxzxyzyzxyxyzzyyxxсв dVA ][.. .  (4.20) 
 
4.4.2. Работа внутренних сил плоской стержневой конструкции 
 Рассмотрим произвольную плоскую стержневую конструкцию  
(рис. 4.16, а), которая образована из прямых стержней и стержней малой 
кривизны. По статическим свойствам она может быть как статически оп-
ределимой, так и статически неопределимой. От внешних воздействий (на-
грузки, температуры и осадки опор) конструкция в своей плоскости де-
формируется, и в стержнях возникают внутренние силы. 
Поскольку каждый стержень конструкции является упругим телом, 
рассмотрим элемент произвольного стержня длиной ds  (рис. 4.16, б) и вы-
делим в нем элементарный параллелепипед длиной ds  и площадью 
dydzdA = . Будем считать, что поперечное сечение стержня отнесено к 
главным центральным осям инерции. 
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Рис. 4.16 
 
 В соответствии с гипотезами сопротивления материалов, вводимыми 
при изучении напряженно-деформированного состояния плоского призма-
тического стержня, и принятой схемой деформирования стержней конст-
рукции будем считать 
                                             0  ;0 =τ=τ=σ=σ yzxzzy .                             (4.21) 
Тогда внутренние силы, возникающие в конструктивных элементах пло-
ской стержневой системы, будут характеризоваться одним нормальным 
напряжением  
                                                             xσ=σ                                                (4.22) 
и одним касательным напряжением 
                                                         yxxy τ=τ=τ .                                         (4.23) 
 С учетом (4.21) – (4.23) выражения для вычисления действительной 
и возможной элементарной работы внутренних сил плоской стержневой 
конструкции примут вид 
dAdsdA св ][2
1
..
τγ+σε−=  
и 
                                              dAdsAd св ][.. τγ+σε−=′ . 
Тогда полная действительная и возможная работы для всей плоской стерж-
невой конструкции будут, соответственно, равны 
                                         ( )∑∫ ∫ τγ+σε−=
k l A
св dAdsA 2
1
..
                              (4.24) 
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и                                          ( )∑∫ ∫ τγ+σε−=′
k l A
св dAdsA .. .                             (4.25) 
В формулах (4.24) и (4.25) суммирование осуществляется по стержням рас-
сматриваемой конструкции. 
 
4.5. Аналитическая форма определения перемещений  
в плоских стержневых конструкциях от произвольных  
внешних воздействий 
 
В основе аналитической формы определения перемещений в дефор-
мируемых системах лежит принцип возможных перемещений. Согласно 
этому принципу, если деформируемая система находится в равновесии, то 
сумма работ всех действующих сил, включая и внутренние силы, на воз-
можных перемещениях системы от положения равновесия равняется нулю. 
 Возможными перемещениями деформируемой системы называются 
воображаемые бесконечно малые перемещения, которые допускаются на-
ложенными связями системы. Так как рассматриваемые плоские стержне-
вые конструкции являются линейно деформируемыми системами, то для 
них, ввиду линейной зависимости между перемещениями и внешними воз-
действиями, возможными перемещениями являются любые малые конеч-
ные перемещения, которые могут возникать в конструкции. 
 
4.5.1. Вывод общей формулы для определения перемещений в плоских 
стержневых конструкциях от произвольных внешних воздействий 
  Пусть имеется некоторая плоская стержневая конструкция, которая 
подвергается одновременному воздействию нагрузки, температуры и осад-
ки опор (рис. 4.17, а). При задании перемещений опор их нумерация согла-
суется с нумерацией реакций конструкции. 
Как и ранее, принимается, что по статическим свойствам конструк-
ция может быть как статически определимой, так и статически неопреде-
лимой. От внешних воздействий конструкция деформируется, и в ней воз-
никают перемещения. Требуется для некоторого сечения K  по произволь-
ному направлению i определить его перемещение i∆ . 
 Исходное состояние конструкции назовем действительным состоя-
нием. Будем считать, что для этого состояния известны опорные реакции 
jRR ,...,1  и внутренние усилия N,Q,M      в стержнях конструкции. Тогда, 
как следствие, можно считать известными напряжения τσ   ,  и деформации 
γε   ,  в любой точке конструкции. 
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Рис. 4.17 
 
Образуем вспомогательное единичное состояние. Для этого в се-
чении K заданной конструкции по направлению искомого перемещения 
приложим безразмерную силу, равную единице (рис. 4.17, б). Также счита-
ем, что во вспомогательном состоянии известны следующие величины: 
− единичные опорные реакции jii rr ,...,1 ; 
− единичные внутренние усилия iii nqm   ,  ,  в стержнях конструкции; 
− единичные напряжения ii τσ   ,  и единичные деформации ii γε   , в 
произвольной точке конструкции. 
Поскольку конструкция во вспомогательном единичном состоянии 
находится в равновесии, применим к этому состоянию принцип возмож-
ных перемещений, задавая в качестве возможных перемещения действи-
тельного состояния конструкции. При этом предполагается, что во время 
придания возможных перемещений температура во всех точках конструк-
ции остается без изменения. Тогда уравнение принципа возможных пере-
мещений будет включать работу единичной силы, единичных опорных ре-
акций, единичных внутренних сил на соответствующих перемещениях 
действительного состояния и имеет вид 
                       
( )∑∫ ∫∑ =γτ+εσ−+∆⋅
k l A
iij
j
jii dAdscr 01 .                   (4.26) 
В уравнение (4.26) входит единственная неизвестная величина – переме-
щение i∆  и, следовательно, его решение имеет вид  
                                     
( )∑∫ ∫∑ γτ+εσ+−=∆
k l A
iij
j
jii dAdscr .                     (4.27) 
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Формула (4.27) не используется непосредственно для вычисления 
перемещений в стержневых конструкциях. Но она позволяет выразить ис-
комое перемещение для произвольной плоской стержневой конструкции 
(статически определимой или неопределимой) при одновременном прило-
жении нагрузки, температурного воздействия и осадки опор через характе-
ристики ее действительного и единичного состояний. Поэтому формула 
(4.27) имеет фундаментальное значение при определении перемещений в 
линейно деформируемых системах и является для них общей формулой. 
 
4.5.2. Упрощения общей формулы при раздельном приложении 
нагрузки, температурного воздействия и осадки опор 
 При воздействии на плоскую стержневую конструкцию только на-
грузки  
                                                            0 =jc ,                                              (4.28) 
а возникающие в действительном состоянии конструкции деформации 
γε   ,  и напряжения τσ   ,  связаны, согласно закону Гука, следующими зави-
симостями 
                                                     
GE
τ
=γσ=ε    ; .                                         (4.29) 
При этом по-прежнему считаем, что по статическим свойствам рассматри-
ваемая стержневая конструкция может быть как статически определимой, 
так и статически неопределимой. С учетом (4.28) и (4.29) формула (4.27) 
примет вид 
                                           ∑∫ ∫ 




 ττ
+
σσ
=∆
k l A
ii
i dAdsGE
.                              (4.30) 
 При упрощении общей формулы для температурного воздействия 
или осадки опор будем считать плоскую стержневую конструкцию стати-
чески определимой системой. В соответствии со свойствами таких конст-
рукций в них не возникают внутренние усилия от этих внешних воздей-
ствий.  
 Поэтому при температурном воздействии на статически определи-
мую конструкцию не возникает сдвиговых деформаций  
                                                            0=γ ,                                                 (4.31) 
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а линейные деформации связаны с изменениями температуры следующей 
физической зависимостью:  
                                                         t∆α=ε  .                                               (4.32) 
Здесь α  – коэффициент линейного расширения конструкционного 
материала и t∆  – приращение температуры в произвольной точке конст-
рукции. Кроме того, как и в случае приложения нагрузки, выполняется ус-
ловие (4.28).  
Подставляя (4.28), (4.31), (4.32) в (4.27), получим следующую фор-
мулу для температурных перемещений в статически определимых стерж-
невых конструкциях: 
                                               
 i i
k l A
tdAdS∆ = α σ ∆∑ ∫ ∫ .                                   (4.33) 
Коэффициент линейного расширения α выносить за знак суммы в формуле 
(4.33) нельзя, так как конструкционный материал стержней конструкции в 
общем случае может быть разным.   
 Поскольку при воздействии на статически определимую конструк-
цию осадки опор в ней не возникают линейные и сдвиговые деформации 
                                                      0  ,0 =γ=ε , 
то общая формула для определения перемещений в этом случае прини-
мает вид 
                                                     j
j
jii cr∑−=∆ .                                           (4.34) 
Полученная формула, в отличие от формул (4.30) и (4.33), является рабо-
чей, так как по ней можно вычислять значения перемещений. При пользо-
вании формулой (4.34) заданные смещения опор jc  считаются положи-
тельными, если по направлению они совпадают с соответствующими еди-
ничными опорными реакциями jir . 
 
4.5.3. Вывод рабочей формулы для определения перемещений 
от действия нагрузки 
 При действии на плоскую стержневую конструкцию произвольной 
нагрузки нормальные и касательные напряжения, возникающие в ее про-
извольной точке, связаны с внутренними усилиями известными из сопро-
тивления материалов формулами 
                                                       y
I
M
A
N
z
−=σ                                           (4.35) 
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и                                                      
z
отс
Ib
SQ
 
 
.
=τ .                                           (4.36) 
Аналогичные формулы для единичного состояния имеют вид 
y
I
m
A
n
z
ii
i −=σ                                         (4.37) 
и                                                       
z
отсi
i Ib
Sq
 
 
.
=τ .                                         (4.38) 
Подставим (4.34) – (4.38) в формулу (4.30) и вычислим внутренний инте-
грал по площади.  
 Внутренний интеграл для первого слагаемого подынтегрального вы-
ражения (4.30) примет вид 
                        
dAy
I
m
A
ny
I
M
A
N
E
dA
E A z
ii
zA
i ∫∫ 





−





−=σσ
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.                (4.39) 
После раскрытия скобок и вычисления интеграла в правой части формулы 
(4.39) получим 
                                            
z
i
A
i
i EI
Mm
EA
NndA
E
+=σσ∫
1
.                                 (4.40) 
При выводе (4.40) следует учесть, что встречающийся при преобразовани-
ях интеграл вида ∫
A
ydA
 является статическим моментом площади попереч-
ного сечения и равняется нулю, так как сечение отнесено к главным цен-
тральным осям инерции. 
Внутренний интеграл для второго слагаемого подынтегрального вы-
ражения (4.30) примет вид 
                           dA
Ib
Sq
Ib
SQ
G
dA
G A z
отсi
z
отс
A
i ∫∫ =ττ
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..
                           (4.41)               
и после несложных преобразований в правой части (4.41) получим, что он 
равен 
                                                     
GA
QqkdA
G
i
A
i∫ =ττ
1
.                                   (4.42) 
Здесь 
                                                    ∫ 





=
A
отс
z
dA
b
S
I
Ak
2
.
2                                   (4.43) 
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величина, которая зависит только от формы и размеров поперечного сече-
ния и называется коэффициентом формы поперечного сечения. В частно-
сти, для прямоугольного поперечного сечения 2=k . 
 Подставляя (4.40) и (4.42) в (4.30), получим формулу следующего 
вида: 
                                 ds
GA
Qqkds
EA
Nnds
EI
Mm
k l
i
k l
i
k l z
i
i ∑ ∫∑∫∑∫ ++=∆ .               (4.44) 
Слагаемые в формуле (4.44) отражают влияние на величину переме-
щения i∆ , соответственно, изгибных, продольных и сдвиговых деформа-
ций, возникающих в стержнях конструкции при различных схемах их на-
гружения. Каждое слагаемое формулы имеет одинаковую структуру и 
включает в себя внутренние усилия единичного и действительного состоя-
ний, а также соответствующие жесткости поперечных сечений стержней 
конструкции.  
Формула (4.44) называется формулой Максвелла – Мора и позво-
ляет вычислять перемещения в плоских стержневых конструкциях от дей-
ствия произвольной нагрузки. Для этого необходимо рассмотреть действи-
тельное и вспомогательное единичное состояния и определить возникаю-
щие в них внутренние усилия.  
При образовании вспомогательного состояния вид прикладываемой 
единичной силы зависит от определяемого перемещения. Если искомое 
перемещение простое, то прикладывается простая единичная сила, а если 
обобщенное, то – соответствующая этому перемещению обобщенная еди-
ничная сила. Например, при отыскании угла поворота нужно прикладывать 
безразмерный единичный момент.  
Доказано, что влиянием отдельных слагаемых в формуле Максвелла – 
Мора можно пренебрегать при определении перемещений для частных ви-
дов стержневых конструкций. Так, при определении перемещений в балках 
можно ограничиваться учетом только изгибных деформаций. Это же спра-
ведливо для обычных рамных конструкций, и только в случае рам повы-
шенной этажности необходим учет продольных деформаций. Совместный 
учет изгибных и продольных деформаций необходим при определении пе-
ремещений в арках и комбинированных системах. А при определении пе-
ремещений в ферменных конструкциях достаточно учитывать влияние 
только продольных деформаций.  
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4.5.4. Вывод рабочей формулы для определения перемещений  
от температурного воздействия 
 Температурное воздействие на стержни конструкции обычно харак-
теризуется двумя независимыми величинами – внутренней температурой 
вt  и наружной температурой нt  и зависимой от них величиной – темпера-
турой на оси оt . Внутренней температурой всегда считается более высокая 
температура 
                                                              нв tt > . 
Поэтому внутренняя температура не всегда совпадает с температурой 
внутри контура конструкции. 
Например, если температура внутри контура рамы равняется C25− , 
а снаружи – C15+ , то в этом случае Ctв 15+= , а Ctн 25−= .  
Для преобразования формулы (4.33) к виду, позволяющему опреде-
лять численные значения перемещений от температурного воздействия, 
выразим приращение температуры в произвольной точке конструкции t∆  
через вt  и нt .  
Поскольку температурные изменения в конструкции происходят с 
того момента, как завершен монтаж конструкции, то величину t∆  будем 
определять по отношению к температуре завершения монтажа конструк-
ции. Такая температура называется температурой замыкания зt .  
 Будем считать, что изменение температуры по высоте поперечного се-
чения некоторого стержня конструкции происходит по линейному закону (рис. 
4.18, а). Такой закон справедлив для основных конструкционных материалов, 
используемых при возведении строительных сооружений. Как и раньше, счи-
таем, что сечение отнесено к главным центральным осям инерции. 
 
Рис. 4.18 
 
Приращения температуры в трех характерных точках рассматривае-
мого сечения связаны с температурой замыкания следующими соотноше-
ниями:  
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зоозннзвв ttttttttt −=∆−=∆−=∆   ;  ; , 
а график, описывающий изменение величины t∆  по высоте поперечного 
сечения, имеет вид трапеции (рис. 4.18, б). Скорость изменения прираще-
ния температуры по высоте поперечного сечения определяется по формуле 
                                                    
 h
tt
t нв
∆−∆
=′∆                                          (4.45) 
и называется удельным температурным перепадом. Эта величина всегда 
положительная ( 0>′∆t ). С учетом (4.45) величина приращения температу-
ры в произвольной точке, отстоящей от оси на расстоянии y, определяется 
по формуле 
                                                     tytt о ′∆−∆=∆ .                                        (4.46) 
 Тогда внутренний интеграл по площади в формуле (4.33) с учетом 
(4.37) и (4.46) примет вид 
                                   ( )dAtyty
I
m
A
ndAt о
z
ii
A
i ′∆−∆





−=∆σ ∫∫  .                   (4.47) 
После раскрытия скобок и вычисления интеграла в правой части формулы 
(4.47), с учетом 0=∫
A
ydA , получим 
                                             tmtndAt iоi
A
i ′∆+∆=∆σ∫  .                                (4.48) 
Подставляя (4.48) в (4.33), получим формулу следующего вида: 
                                          
( )dstmtn
k l
iоii ∑ ∫ ′∆+∆α=∆ .                               (4.49) 
Формула (4.49) является рабочей и позволяет вычислять температурные 
перемещения, возникающие в плоских статически определимых стержне-
вых конструкциях. Поскольку единичное состояние уже рассмотрено, то 
необходимо дополнительно рассмотреть только действительное состояние.  
В действительном состоянии для каждого стержня конструкции оп-
ределяют удельный температурный перепад t′∆  и приращение температу-
ры на оси оt∆  и строят эпюры этих величин. Эпюра t′∆  на каждом стержне 
строится со стороны его более нагретого волокна, и знаки на эпюре не ста-
вятся. На эпюре оt∆  ставятся знаки, и она может строиться на каждом 
стержне со стороны любого волокна. 
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4.5.5. Вычисление интегралов, встречающихся при определении 
перемещений 
 При определении перемещений в плоской стержневой конструкции 
могут встретиться два типа размеров поперечных сечений ее стержней. В 
одном случае эти размеры могут быть переменными по длине каждого 
стержня конструкции, а в другом – они постоянны в пределах каждого 
стержня, но могут быть переменными для различных стержней. 
 При переменных размерах поперечных сечений для вычисления ин-
тегралов, входящих в формулу Максвелла – Мора, обычно применяют чис-
ленные методы интегрирования. Подынтегральные функции в этих инте-
гралах являются дробными и для них, как правило, не удается получить 
аналитические выражения для первообразных функций.  
Если в плоской стержневой конструкции жесткости поперечного се-
чения GAEAEI z  , ,  в пределах каждого стержня постоянны, то интегралы, 
входящие в формулу Максвелла – Мора, принимают вид 
                                               ∫∫∫
l
i
l
i
l
i QdsqNdsnMdsm   ,  , .                            (4.50) 
Подынтегральные выражения этих интегралов имеют одинаковую струк-
туру и представляют собой произведение функций двух видов.  
Функции вида iii qnm   ,  ,  описывают закономерности изменения 
внутренних усилий единичного состояния. Эти функции по длине каждого 
стержня конструкции всегда являются линейными.  
 Функции вида Q,N,M      описывают закономерности изменения 
внутренних усилий в действительном состоянии при действии нагрузки. В 
зависимости от конкретной схемы нагружения эти функции по длине од-
них стержней конструкции могут быть линейными, а по длине других – 
нелинейными. Для общности дальнейших рассуждений будем считать 
функции второго вида нелинейными. 
С учетом сделанного анализа структуры подынтегральных выраже-
ний в (4.50) эти интегралы могут быть представлены в виде 
                                                 
 
b
a
x
x
f Fdx∫ ,                                            (4.51) 
где f – некоторая линейная функция и F – некоторая нелинейная непре-
рывная функция, заданные в некоторой области определения ba xxx ≤≤ . 
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За начало отсчета на оси абсцисс примем точку пересечения графика ли-
нейной функции с этой осью. 
 Графики рассматриваемых функций показаны на рис. 4.19. В за-
данной системе координат линейная 
функция f  имеет вид 
                             kxf = ,                   (4.52) 
где α= gtk . Подставим (4.52) в (4.51) и 
получим, что  
 
b b
a a
x x
x x
f Fdx k xFdx=∫ ∫ .               
Поскольку Ω= dFdx  есть площадь 
элементарного участка графика нелиней-
ной функции F  (рис. 4.19, а), а интеграл 
∫ Ω
вx
аx
xd  представляет собой статический 
момент площади всего графика этой функ-
ции, то интеграл вида (4.51) равняется 
                     
 
b
a
x
c
x
f Fdx kx= Ω∫ .             (4.53) 
Здесь Cx – абсцисса центра тяжести площади графика нелинейной 
функции F , а Ω  – площадь этого графика. С учетом (4.52) формула (4.53) 
примет вид 
                                                   
 
b
a
x
c
x
f Fdx f= Ω∫ ,                                          (4.54) 
где c cf kx=  – ордината на графике линейной функции f (рис. 4.19, б).  
Таким образом, определенный интеграл от произведения двух функ-
ций, одна из которых линейная, а вторая нелинейная, равняется произведе-
нию площади графика нелинейной функции на ординату графика линей-
ной функции, расположенную под центром тяжести площади графика не-
линейной функции. В случае если вторая функция тоже является линей-
ной, то при пользовании формулой (4.54) безразлично, площадь графика 
какой функции следует вычислять. 
Рассмотренный графоаналитический прием вычисления определен-
ного интеграла называется правилом Верещагина. Так как при его при-
менении для вычисления интегралов в формуле Максвелла – Мора пере-
Рис. 4.19 
а) 
б) 
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множаемые величины относятся к эпюрам внутренних усилий, возни-
кающих в конструкции, то это правило называют и правилом перемно-
жения эпюр. 
Поскольку при вычислении температурных перемещений по форму-
ле (4.49) перемножаемые подынтегральные функции ttmn оii ′∆∆   ,  ,  ,  яв-
ляются линейными, то для вычисления интегралов dstn о
l
i∆∫  и ∫ ′∆
l
i dstm , 
входящих в эту формулу, также можно применять правило Верещагина. 
  
4.6. Некоторые теоремы о перемещениях  
в линейно деформируемых конструкциях 
 
 Перемещения, возникающие  в линейно деформируемых конструк-
циях, удовлетворяют ряду теорем, отражающих существенные особенно-
сти деформирования таких конструкций. Основополагающее значение 
среди них имеет теорема о взаимности работ и вытекающее из нее следст-
вие – теорема о взаимности перемещений.   
 Для выяснения сути и доказательства этих теорем рассмотрим про-
извольную линейно деформируемую стержневую конструкцию, нагружен-
ную двумя обобщенными силами iP  и kP . Такую конструкцию условно 
изобразим в виде простой балки (рис. 4.20, а). Под действием приложен-
ных сил конструкция деформируется, и в ней возникают соответствующие 
этим силам полные перемещения i∆  и k∆  (рис. 4.20, б). 
 
 
 
Рис. 4.20 
 
4.6.1. Теорема о взаимности работ 
 При нагружении конструкции возможны две последовательности 
статического приложения сил.  
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В одном случае сначала прикладывается сила iP , а затем происходит 
догружение конструкции силой kP , в ходе которого сила iP  не изменяется.  
В другом случае последовательность приложения сил противопо-
ложная. Определим величину работы, производимой внешними силами в 
процессе деформирования конструкции для обеих схем нагружения. 
В первом случае от действия силы iP  возникает собственное пере-
мещение ii∆  (рис. 4.21, а), и на этом перемещении сила совершает дейст-
вительную работу iiiP ∆2
1
. При дополнительном деформировании конст-
рукции силой kP  возникает собственное перемещение kk∆  и соответст-
вующее силе iP  побочное перемещение ik∆  (рис. 4.21, б). На этих переме-
щениях силы совершат, соответственно, действительную работу kkkP ∆2
1
 и 
возможную работу ikiP∆ . Тогда полная работа, совершенная силами при 
первой схеме нагружения, описывается выражением 
ikikkkiii PPPA ∆+∆+∆= 2
1
2
1
1 . 
 
 
 
Рис.  4.21 
 
Во втором случае сначала приложим силу kP . При деформировании 
конструкции возникнет собственное перемещение kk∆  (рис. 4.22, а), на ко-
тором сила совершит действительную работу kkkP ∆2
1
. При догружении 
конструкции силой kP  дополнительно возникнут собственное перемеще-
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ние kk∆  и побочное перемещение ki∆ . На этих перемещениях силы совер-
шат, соответственно, действительную работу iiiP ∆2
1
 и возможную работу 
kikP ∆ . Тогда полная работа внешних сил при второй схеме нагружения 
описывается выражением 
                                  kikiiikkk PPPA ∆+∆+∆= 2
1
2
1
2 . 
В связи с тем, что рассматривается линейно деформируемая конст-
рукция, то ее конечное деформированное очертание и, следовательно, по-
тенциальная энергия деформации не зависят от схемы нагружения конст-
рукции. Поэтому в обоих случаях на накопление потенциальной энергии 
деформации конструкции затрачена одинаковая работа внешних сил.  
                                                            21 AA = . 
Отсюда следует, что 
                                            kikiki PP ∆=∆ .                                           (4.55) 
 
 
 
Рис.  4.22 
 
 Полученное соотношение (4.55) отражает суть теоремы о взаимности 
работ, которая формулируется следующим образом. Возможная работа 
внешних сил i-того состояния конструкции на перемещениях, вызванных 
внешними силами k-того состояния, равняется возможной работе внешних 
сил k-того состояния конструкции на перемещениях, вызванных внешними 
силами i-того состояния.  
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4.6.2. Теорема о взаимности перемещений 
 Поскольку рассматривается линейно деформируемая конструкция, то 
побочные перемещения ik∆  и ki∆ , входящие в (4.55), описываются сле-
дующими линейными соотношениями: 
                                                 kiikiikkik PP δ=∆δ=∆   ; .                                (4.56) 
 Подставим соотношения (4.56) в (4.55): 
                                                       kiikikki PPPP δ=δ  
или после сокращения получим 
                                                              kiik δ=δ .                                          (4.57) 
 Из соотношения (4.57), отражающего суть теоремы о взаимности 
перемещений, следует, что побочные единичные перемещения конструк-
ции с различным порядком расположения одинаковых индексов равны 
между собой.  
 
4.7. Резюме 
 
Конструкции при приложении к ним внешних воздействий изменяют 
свою форму и размеры. Эти изменения называются деформацией конструкции. 
Происшедшие изменения для конструкции в целом описываются ли-
нейными и угловыми перемещениями. Умение определять перемещения 
необходимо для оценки деформативности и пригодности конструкций к 
нормальной эксплуатации.  
При определении малых упругих перемещений конструкции рассматри-
ваются как линейно деформируемые системы. Перемещения в таких системах 
описываются линейными зависимостями от действующих внешних сил. 
Для определения малых перемещений необходимо рассматривать два 
состояния конструкции – действительное и вспомогательное единичное.  
Перемещения, возникающие  в линейно деформируемых конструк-
циях, удовлетворяют ряду теорем, которые отражают существенные осо-
бенности деформирования таких конструкций. 
 
4.8. Материалы для самоконтроля 
 
Проверьте, как Вы усвоили следующие понятия, определения, алго-
ритмы и формулы: 
– деформация конструкции; 
– виды нагружения прямолинейного стержня; 
– количественные характеристики деформированного состояния 
конструкции; 
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– цели определения перемещений; 
– жесткость конструкции; 
– податливость конструкции; 
– два подхода к определению перемещений; 
– формы определения малых перемещений; 
– собственное перемещение; 
– побочное перемещение; 
– единичное перемещение; 
– обобщенный закон Гука для конструкций; 
– коэффициент податливости; 
– коэффициент жесткости; 
– матрица податливости; 
– матрица жесткости; 
– действительная работа; 
– возможная работа; 
– обобщенная сила; 
– обобщенное перемещение; 
– принцип возможных перемещений для деформируемой системы; 
– формула Максвелла – Мора; 
– формула для определения малых перемещений от температуры; 
– формула для определения малых перемещений от осадки опор. 
Проверьте, сможете ли Вы вывести: 
– формулу для работы сил упругости плоской стержневой системы; 
– универсальную формулу для определения перемещений в плоской 
стержневой системе от произвольных внешних воздействий; 
– рабочую формулу для определения перемещений в плоской 
стержневой системе от нагрузки; 
– рабочую формулу для определения перемещений в плоской 
стержневой системе от температуры; 
– рабочую формулу для определения перемещений в плоской 
стержневой системе от осадки опор; 
– правило Верещагина. 
Проверьте, сможете ли Вы доказать: 
– теорему о взаимности работ; 
– теорему о взаимности перемещений. 
Проверьте, как Вы умеете определять для статически определимых 
стержневых систем: 
– малые перемещения от нагрузки; 
– малые перемещения от температуры; 
– малые перемещения от осадки опор. 
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М-5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ  
ОТ НЕПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ В ПЛОСКИХ СТАТИЧЕСКИ  
НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЯХ 
 
5.0. Введение в модуль 
 
Основными целями модуля являются: 
− рассмотрение понятия степени статической неопределимости; 
− знакомство с разновидностями статически неопределимых стерж-
невых конструкций и их свойствами; 
− знакомство с общей и частной задачей расчета статически неопре-
делимых стержневых конструкций; 
− изучение методов решения частной задачи расчета статически не-
определимых стержневых конструкций. 
Структура изучаемого модуля включает следующие учебные элементы: 
1. Введение в расчет статически неопределимых стержневых конст-
рукций. 
2. Расчет статически неопределимых стержневых конструкций мето-
дом сил. 
3. Расчет статически неопределимых рам методом перемещений. 
При изучении учебных элементов рекомендуется использование сле-
дующей литературы: [1, c. 98 – 119]; [2, c. 43 – 58]; [3, c. 54 – 58, 63 – 88]; 
[4, c. 69 – 76]; [5, c. 36 – 48]. 
 
5.1. Введение в расчет статически неопределимых стержневых  
конструкций 
 
5.1.1. Степень статической неопределимости 
Расчетная схема стержневой конструкции считается статически не-
определимой системой, если уравнений статики недостаточно для одно-
значного определения опорных реакций и внутренних усилий, возникаю-
щих в конструкции при произвольной статической нагрузке.  
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Как было установлено ранее, статически неопределимые стержневые 
конструкции всегда являются геометрическими неизменяемыми системами 
с избыточным числом связей. Необходимым количественным признаком 
такой разновидности геометрической неизменяемости конструкции явля-
ется следующее соотношение для числа степеней свободы: 
   0W < . 
Следовательно, количество лишних или избыточных связей в конструкции, 
которые можно удалить, сохраняя ее геометрическую неизменяемость, 
равняется 
                                                            Л W= − .                                              (5.1) 
Число таких связей называется степенью статической неопредели-
мости, и эта величина является важной количественной характеристикой, 
с помощью которой принято различать статически неопределимые стерж-
невые конструкции. Например, при 1Л =  конструкция называется один 
раз статически неопределимой, при 2Л =  – два раза статически неопреде-
лимой и так далее.  
Понятию лишней связи в статически неопределимой стержневой 
конструкции противостоит понятие необходимой связи – абсолютно необ-
ходимой и условно необходимой.   
 
5.1.2. Разновидности статически неопределимых конструкций 
Формула (5.1) позволяет правильно определять степень статической 
неопределимости стержневой конструкции, если она не имеет лишних свя-
зей внутри конструкции, а все они расположены в опорных закреплениях 
и, следовательно, являются для конструкции внешними. Причиной появ-
ления внутренних лишних связей служат замкнутые контуры. Каждый 
замкнутый контур приносит 3 лишних связи. Поэтому если конструкция 
содержит К замкнутых контуров, то общее число внутренних лишних свя-
зей равняется 3К.  
В тех случаях, когда в замкнутые контуры врезаны шарниры, то ка-
ждый такой шарнир на единицу уменьшает число внутренних лишних свя-
зей. Следовательно, если общее число шарниров, врезанных в К замкнутых 
контуров, равняется Ш, то число внутренних лишних связей определяется 
соотношением 3К–Ш.  
Таким образом, в общем случае степень статической неопределимо-
сти определяется по формуле 
                                     1 2Л Л Л= + ,                                            (5.2) 
 125 
где 1Л W= − – число внешних лишних связей, определяющих степень 
внешней статической неопределимости конструкции, 2 3Л К Ш= −  – 
число внутренних лишних связей, определяющих степень внутренней 
статической неопределимости конструкции. 
 В зависимости от значений, принимаемых 1Л  и 2Л , принято разли-
чать следующие разновидности статически неопределимых стержневых 
конструкций: 
− 1 0Л ≠  и 2 0Л =  – внешне статически неопределимые стержне-
вые конструкции; 
− 1 0Л =  и 2 0Л ≠  – внутренне статически неопределимые стерж-
невые конструкции; 
− 1 0Л ≠  и 2 0Л ≠  – произвольные статически неопределимые 
стержневые конструкции. 
  
5.1.3. Свойства статически неопределимых конструкций 
Статически неопределимые стержневые конструкции обладают ря-
дом специфических свойств, существенным образом отличающих их от 
статически определимых конструкций. Перечислим эти свойства без дока-
зательства: 
1. Внутренние усилия в статически неопределимых стержневых кон-
струкциях зависят от числа лишних связей, а также их геометрических и 
физических параметров. 
2. Несущая способность статически неопределимых стержневых 
конструкций больше по сравнению со статически определимыми конст-
рукциями, которые могут быть получены из статически неопределимых 
удалением лишних связей.  
3. В статически неопределимых стержневых конструкциях возни-
кающие перемещения, как правило, меньше перемещений статически оп-
ределимых конструкций, которые могут быть получены из статически не-
определимых удалением лишних связей.  
4. В статически неопределимых стержневых конструкциях, как пра-
вило, возникают дополнительные внутренние усилия от осадки опор и из-
менений температуры.  
5. В статически неопределимых стержневых конструкциях могут 
возникать монтажные внутренние усилия в случае неточностей изготовле-
ния отдельных элементов этих конструкций. 
6. Внутренние усилия, возникающие в статически неопределимых 
стержневых конструкциях от действия нагрузки, зависят от соотношения 
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жесткостей (EI, EA, GA) поперечных сечений отдельных элементов конст-
рукции, а внутренние усилия, возникающие от кинематических воздейст-
вий, – от самих величин этих жесткостей. 
 
5.1.4. Классификация методов расчета статически неопределимых 
конструкций 
Формулировка задачи расчета стержневых статически неопредели-
мых конструкций, имеющая наибольшее значение для их проектирования, 
звучит следующим образом: при заданной геометрической схеме системы 
и действующей на нее нагрузке подобрать оптимальные поперечные сече-
ния (форму и размеры) всех конструктивных элементов и обеспечить ее 
достаточную надежность и жесткость. В общем виде такая задача пока 
не решена. 
 Поэтому строительная механика предлагает методы решения част-
ной задачи: определить внутренние усилия и перемещения в стержневой 
статически неопределимой конструкции при заданных геометрической 
схеме системы, поперечных сечениях стержней и действующей нагрузке.   
Поскольку внутренние усилия в статически неопределимой конструкции 
зависят от геометрических и физических параметров системы, а те, в свою 
очередь, влияют на качественную и количественную стороны процесса ее 
деформирования, то для решения частной задачи используются дополни-
тельные уравнения, отражающие особенности деформирования кон-
струкции. Такие уравнения называются каноническими, а входящие в 
них неизвестные величины – основными неизвестными задачи и под-
лежат первоочередному определению. 
  В зависимости от природы неизвестных величин, входящих  в до-
полнительные уравнения, существуют различные методы решения частной 
задачи расчета стержневых статически неопределимых конструкций, глав-
ными из которых являются метод сил и метод перемещений. В первом 
случае основными неизвестными являются внутренние усилия в лишних 
связях конструкции, во втором – характерные узловые перемещения (ли-
нейные и угловые) конструкции.   
 
5.2. Расчет статически неопределимых стержневых конструкций  
методом сил 
 
5.2.1. Постановка задачи 
Задана произвольная плоская статически неопределимая стержневая 
конструкция (рис. 5.1), для которой считаются известными все размеры 
геометрической схемы и поперечных сечений стержней.  
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Рис. 5.1 
Степень статической неопределимости заданной системы равняется 
Л n= . 
На заданную систему действуют произвольная нагрузка, темпера-
турные изменения (температура) и осадка опор, показанные на рис. 5.1 ус-
ловными буквенными обозначениями: P – нагрузка, t – температура,  
c – осадка опор. Заданная конструкция считается линейно деформируемой 
системой.  
5.2.2. Основная система и канонические уравнения 
 В основе расчета стержневых конструкций методом сил лежит пере-
ход от заданной статически неопределимой системы к расчету эквивалент-
ной статически определимой системы. Эквивалентность двух систем 
должна состоять в одинаковости внутренних усилий (статическая экви-
валентность) и одинаковости перемещений (кинематическая эквива-
лентность). Такая эквивалентная система и называется основной систе-
мой метода сил.  
Для получения основной системы из заданной системы сначала уда-
ляют все лишние связи (рис. 5.2) так, чтобы преобразованная система была 
геометрически неизменяемой с необходимым числом связей и, следова-
тельно, статически определимой. Поскольку возможны различные схемы 
удаления лишних связей в заданной системе, то возможно получение не-
скольких вариантов статически определимых систем.   
 
Рис. 5.2 
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Статическая эквивалентность полученной статически определи-
мой системы заданной системе достигается приложением к ней в качестве 
дополнительных внешних воздействий реакций удаленных лишних связей 
1,..., nX X  (рис. 5.3, а) 
 
Рис. 5.3 
При дальнейшем расчете эти реакции подлежат первоочередному 
определению и поэтому они называются основными неизвестными ме-
тода сил. И поскольку основные неизвестные являются реакциями, то они 
имеют статическую природу.   
Для достижения кинематической эквивалентности двух систем 
вводятся условия обращения в ноль полных перемещений (рис. 5.3, б)  
                                                   1 0,..., 0n∆ = ∆ = ,                                           (5.3) 
возникающих в статически определимой системе по направлению основ-
ных неизвестных. Так как эти перемещения порождаются   основными не-
известными и заданными внешними воздействиями, то они являются 
функциям этих величин и условия (5.3) можно записать в следующем виде:      
                                              
( )
( )
1 1
1
,..., , , , 0,
.....................................
,..., , , , 0.
n
n n
X X P t c
X X P t c
∆ =
∆ =
                      (5.4) 
 
 
 
2 i n 
3 
 
1 
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 Поскольку заданная стержневая конструкция считается линейно де-
формируемой системой, то дополнительные условия (5.4), согласно прин-
ципу суперпозиции, принимают вид 
                                     
1
1
1 1 1 1 1... 0,
.......................................................
... 0.
n
n
X X P t c
nX nX nP nt nc
∆ + + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =
∆ + + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =
                   (5.5) 
Входящие в (5.5) величины имеют следующий смысл: 
( ), 1,...,jiX i j n∆ =  – частичное перемещение (простое или обобщенное) в 
основной системе по направлению основного неизвестного номера i, вы-
званное действием основного неизвестного jX ; ( ),  ,   1,...,iP it ic i n∆ ∆ ∆ =  – 
частичное перемещение (простое или обобщенное) в основной системе по 
направлению основного неизвестного номера i , вызванное действием, со-
ответственно, нагрузки, температуры или осадки опор. 
   Так как изменения частичного перемещения jiX∆ и основного неиз-
вестного jX  связаны прямой пропорциональной зависимостью, то 
                                           jiX ij jX∆ = δ ,                                               (5.6) 
где δij – единичное перемещение (простое или обобщенное) в основной 
системе по направлению основного неизвестного номера i от действия без-
размерной силы (простой или обобщенной) 1jX =ɶ .   
С учетом (5.6) соотношения (5.5) принимают вид уравнений  
                                  
11 1 1 1 1 1
1 1
... 0,
.......................................................
... 0.
n n P t c
n nn n nP nt nc
X X
X X
δ + + δ + ∆ + ∆ + ∆ =
δ + + δ + ∆ + ∆ + ∆ =
                      (5.7)                      
Полученные уравнения (5.7) представляют собой систему неодно-
родных линейных алгебраических уравнений относительно основных не-
известных  1,..., nX X  и называются каноническими уравнениями метода 
сил. Они имеют кинематическую природу, так как каждое такое уравнение 
выражает равенство нулю полного перемещения в основной системе по 
направлению соответствующего основного неизвестного от действия всех 
основных неизвестных, а также нагрузки, температуры и осадки опор.  
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 Входящие в эти уравнения единичные перемещения δij в качестве 
множителей при основных неизвестных называются коэффициентами 
канонических уравнений метода сил. В зависимости от соотношений 
между индексами различают два вида таких коэффициентов. В случае если 
i j= , то соответствующие коэффициенты называются главными коэф-
фициентами, и они удовлетворяют условию строгой положительности 
                                                    ( )0 1,...,ii i nδ > = . 
В случае если i j≠ , то соответствующие коэффициенты называются по-
бочными коэффициентами, и они удовлетворяют условию взаимности 
                                                 ( ) , 1,...,ij ji i j nδ = δ = . 
 Входящие в канонические уравнения частичные перемещения 
( ),  ,   1,...,iP it ic i n∆ ∆ ∆ =  от действия, соответственно, нагрузки, температу-
ры или осадки опор называются свободными членами канонических 
уравнений. 
 5.2.3. Определение коэффициентов  и свободных членов 
 Для определения коэффициентов канонических уравнений метода 
сил нужно последовательно загрузить основную систему безразмерными 
силами  1( 1,..., )jX j n= =ɶ , найти для каждого загружения внутренние уси-
лия ,  ,  j j jm q n  и построить их эпюры. Такие внутренние усилия и их эпю-
ры называются единичными, а соответствующие им схемы нагружения 
считаются единичными состояниями основной системы. 
 После нахождения единичных внутренних усилий ,  ,  j j jm q n  и по-
строения их эпюр производится вычисление коэффициентов δij по формуле 
Максвелла – Мора. При этом роль нагрузки играют безразмерные силы  
 
1( 1,..., )jX j n= =ɶ , а соответствующие им единичные внутренние усилия 
,  ,  j j jm q n  играют роль внутренних усилий действительного состояния. 
Тогда формула Максвелла – Мора для определения δij принимает вид    
                             
i j i j i j
ij
k k kl l lz
m m n n q q
ds ds k ds
EI EA GA
δ = + +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ . 
Необходимость учета отдельных слагаемых, как уже отмечалось ранее, за-
висит от вида стержневой конструкции. 
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 Для определения свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,iP i n∆ =  необходимо рассмотреть основную систему под действием 
нагрузки, найти внутренние усилия 000   PPP N,Q,M  и построить их эпюры. Та-
кие внутренние усилия и их эпюры называются грузовыми, а соответст-
вующая им схема нагружения считается грузовым состоянием основной 
системы. 
 После нахождения грузовых внутренних усилий 000   PPP N,Q,M  и по-
строения их эпюр производится вычисление свободных членов iP∆  по 
формуле Максвелла – Мора, которая с учетом введенных обозначений при-
нимает вид 
0 0 0
i P i P i P
iP
k k kl l lz
m M n N q Qds ds k ds
EI EA GA
∆ = + +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ . 
 Для определения свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,it i n∆ =  необходимо рассмотреть основную систему под действием 
температуры, найти для каждого стержня удельный температурный пере-
пад t′∆ , приращение температуры на оси оt∆  и построить эпюры этих ве-
личин. После нахождения величин t′∆  и оt∆  производится вычисление 
свободных членов it∆  по формуле температурных перемещений для пло-
ских статически определимых стержневых конструкций 
( )it i о i
k l
n t m t ds′∆ = α ∆ + ∆∑ ∫ . 
  Для вычисления свободных членов канонических уравнений   
( 1,..., )ic i n∆ = = используется формула определения перемещений в пло-
ских статически определимых стержневых конструкциях от заданных сме-
щений опор  jc  
ic ji j
j
r c∆ = −∑ . 
Входящие в эту формулу единичные опорные реакции jir  считаются най-
денными при рассмотрении единичных состояний основной системы.  
 
5.2.4. Решение канонических уравнений 
Математической формой канонических уравнений метода сил явля-
ется система неоднородных линейных алгебраических уравнений  
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11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2
1 1 2 2
... ;
... ;
  ......................................
... ,
n n
n n
n n nn n n
a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b
+ + + =
+ + + =
+ + + =
 
где ( ) ,  ,  ij ij j j i iP it ica x X b= δ = = − ∆ + ∆ + ∆ . Поэтому для решения канони-
ческих уравнений метода сил применяют численные методы решения  сис-
тем линейных алгебраических уравнений. При числе основных неизвест-
ных, не превышающем 103, обычно применяется метод Гаусса. При боль-
шем числе основных неизвестных применяют итерационные методы, на-
пример, метод простой итерации. 
           
5.2.5. Определение внутренних усилий заданной системы 
 Для определения внутренних усилий, которые возникают в заданной 
системе от приложенных к ней внешних воздействий, используются ос-
новная система метода сил и результаты ее расчета.  
При нахождении коэффициентов канонических уравнений δij основ-
ная система загружалась безразмерными силами 1( 1,..., )jX j n= =ɶ , для ка-
ждого загружения были получены единичные внутренние усилия 
,  ,  j j jm q n . Поскольку приложенные к основной системе в качестве допол-
нительных внешних воздействий основные неизвестные  Х1, …, Хn найдены 
и основная система считается линейно деформируемой, то внутренние 
усилия, возникающие в ней от действия  Х1, …, Хn , будут равны 
                                  
0
1 1
0
1 1
0
1 1
... ,
... ,
... .
Х n n
Х n n
Х n n
M m X m X
Q q X q X
N n X n X
= + +
= + +
= + +
                                  (5.8) 
При определении свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,iP i n∆ =  к основной системе прикладывалась заданная нагрузка, и 
были найдены грузовые внутренние усилия 0 0 0,  ,  р р рM Q N . 
Для определения свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,it i n∆ =  и  ( ) 1,...,iс i n∆ = основная система рассматривалась под дей-
ствием, соответственно, температуры и осадки опор. При этом в соответ-
ствии со свойствами статически определимых систем в основной системе 
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не возникают внутренние усилия от этих внешних воздействий. Следова-
тельно 
0 0 00,  0,  0t t tM Q N≡ ≡ ≡                                     (5.9) 
и                                             0 0 00,  0,  0c c cM Q N≡ ≡ ≡ .                                (5.10) 
Таким образом, для определения внутренних усилий в заданной сис-
теме необходимо, в соответствии с принципом суперпозиции, сложить 
внутренние усилия, полученные в основной системе от основных неиз-
вестных 1,..., nX X , заданной нагрузки, температуры и осадки опор. Следо-
вательно, при совместном действии на заданную систему нагрузки, темпе-
ратуры и осадки опор формулы для определения внутренних усилий,  с 
учетом (5.9) и (5.10), имеют вид 
                                 
0
1 1
0
1 1
0
1 1
... ,
... ,
... .
n n P
n n P
n n P
M m X m X M
Q q X q X Q
N n X n X N
= + + +
= + + +
= + + +
                            (5.11) 
В случае раздельного действия нагрузки, температуры и осадки опор 
формулы (5.11) принимают вид: 
− для нагрузки 
                        
0
1 1
0
1 1
0
1 1
... ,
... ,
... .
Р n n P
Р n n P
Р n n P
M m X m X M
Q q X q X Q
N n X n X N
= + + +
= + + +
= + + +
 
− для температуры или осадки опор 
                                    
1 1
1 1
1 1
... ,
... ,
... .
n n
n n
n n
M m X m X
Q q X q X
N n X n X
= + +
= + +
= + +
 
 
5.3. Расчет статически неопределимых рам  
методом перемещений 
 
5.3.1. Понятие степени кинематической неопределимости 
Расчет статически неопределимой рамы методом сил начинается с 
определения ее степени статической неопределимости, которая равняется 
числу лишних связей в системе, и нахождения основных неизвестных, ко-
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торыми являются внутренние усилия, возникающие в этих связях. После 
этого легко определяются и остальные внутренние усилия.  Зная же внут-
ренние усилия, можно найти перемещения в любом месте рамной системы. 
Однако наряду с порядком расчета рамы, когда сначала определяют-
ся внутренние усилия, а затем находятся перемещения,   возможен и иной 
порядок определения этих величин. Если для некоторой рамной конструк-
ции каким-либо образом найти ее узловые перемещения (линейные и угло-
вые), то после этого нетрудно будет найти и все внутренние усилия в 
стержнях системы. Такой порядок расчета стержневой системы  и состав-
ляет сущность метода перемещения. Узловые перемещения, подлежащие 
первоочередному определению, являются основными неизвестными ме-
тода перемещений, а их общее число и называется степенью кинемати-
ческой неопределимости n. Сама же стержневая система считается кине-
матически неопределимой. 
При определении степени кинематической неопределимости в рамах 
вводятся два допущения. Во-первых, пренебрегают продольными и попе-
речными деформациями стержней, поскольку при определении перемеще-
ний в рамных системах, как правило, учитываются только деформации из-
гиба. И, во-вторых, ввиду малости перемещений в линейно деформируе-
мых системах, пренебрегают сближением концов изгибаемых стержней. 
Введение указанных допущений позволяет не учитывать при расчете вто-
ростепенные перемещения и, следовательно, уменьшать степень кинема-
тической неопределимости.  
Пример, приведенный на рис. 5.4, показывает, что, с учетом приня-
тых допущений, степень кинематической неопределимости рамы умень-
шилась в два раза. 
 
 
Рис. 5.4 
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   Степень кинематической неопределимости произвольной плоской 
рамы определяется по формуле 
1 2n n n= + , 
где 1n  – число неизвестных угловых перемещений узлов рамы, 2n – число 
неизвестных линейных перемещений узлов рамы, которое характеризует 
степень линейной подвижности рамы.  
Число неизвестных угловых перемещений 1n  равняется числу жест-
ких узлов рамы. Для определения степени линейной подвижности рамы 2n  
во все жесткие узлы рамы вводятся шарниры. Число степеней свободы по-
лученной шарнирно-стержневой системы совпадает со степенью линейной 
подвижности рамы. Следовательно, для рамы, показанной на рис. 5.5, 
2 1n = .  
 
Рис. 5.5 
Рамы, у которых могут возникать линейные перемещения узлов 
только за счет изгибных деформаций ее стержней ( 2 0n ≠ ), принято назы-
вать  свободными рамами. Рамы, у которых такие перемещения отсутст-
вуют ( 2 0n = ), называются несвободными.  
5.3.2. Постановка задачи 
Задана произвольная плоская статически и кинематически неопреде-
лимая рама (рис. 5.6). 
Степень кинематической неопределимости рамы характеризуется  
величинами 1 2,   0,   0n n n≠ ≠ , которые определяются в соответствии с не-
известными узловыми перемещениями 1,..., nZ Z . Для рамы считаются из-
вестными геометрические размеры расчетной схемы, геометрические ха-
рактеристики поперечных сечений стержней и их конструкционный мате-
риал. В пределах каждого стержня геометрические характеристики попе-
речного сечения считаются постоянными. Способность произвольного 
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стержня рамы сопротивляться изгибным деформациям будем описывать 
величиной погонной жесткости  
( ) j
j
j
EI
i
l
= . 
 
Рис. 5.6 
На раму действует произвольная нагрузка. Заданная конструкция 
считается линейно деформируемой системой.  
5.3.2. Основная система и канонические уравнения 
 В основе расчета рам методом перемещений лежит переход от за-
данной кинематически неопределимой системы к расчету эквивалентной 
кинематически определимой системы. Эквивалентность двух систем долж-
на состоять в одинаковости перемещений (кинематическая эквивалент-
ность) и одинаковости внутренних усилий (статическая эквивалент-
ность). Такая эквивалентная система и называется основной системой 
метода перемещений.  
Для получения основной системы из заданной на узлы рамы накла-
дываются дополнительные связи, которые исключают возможность воз-
никновения угловых и линейных перемещений ее узлов (рис. 5.7).  
Для исключения угловых перемещений на все жесткие узлы накла-
дываются связи, исключающие их повороты. Такие связи для краткости 
будем называть «шайбами» и изображать в виде квадрата, окаймляющего 
жесткий узел. Для исключения линейных перемещений на узлы по направ-
лению этих перемещений накладываются стержни. Преобразованная таким 
образом система состоит из отдельных статически неопределимых балок, в 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
1 1 2 2 3 i 
n n 2 
1 
n 
j 
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ней отсутствуют все узловые перемещения и, следовательно, она является 
кинематически определимой.  
 
Рис. 5.7 
Кинематическая эквивалентность полученной кинематически опре-
делимой системы заданной системе достигается приложением к ней в качест-
ве дополнительных внешних воздействий неизвестных узловых перемеще-
ний 1,..., nZ Z  (см. рис. 5.7). При дальнейшем расчете эти перемещения под-
лежат первоочередному определению и поэтому они называются основными 
неизвестными метода перемещений. И поскольку основные неизвестные 
являются перемещениями, то они имеют кинематическую природу.   
Для достижения статической эквивалентности двух систем вво-
дятся условия обращения в ноль реакций (см. рис. 5.7)  
                                                   1 0,..., 0nR R= = ,                                         (5.12) 
возникающих в кинематически определимой системе в наложенных связях 
по направлению основных неизвестных. И так как эти реакции порожда-
ются  основными неизвестными и заданной внешней нагрузкой, то они яв-
ляются функциям этих величин и условия (5.12) можно записать в сле-
дующем виде      
                                              
( )
( )
1 1
1
,..., , 0,
.....................................
,..., , 0.
n
n n
R Z Z P
R Z Z P
=
=
                    (5.13) 
 Поскольку заданная стержневая конструкция считается линейно де-
формируемой системой, то дополнительные условия (5.13), согласно 
принципу суперпозиции, принимают вид 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
1 
1 
1 
2 3 
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i 
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n 
2 1 
2 
n n 
2 
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1
1
1 1 1... 0,
.....................................
... 0.
n
n
Z Z P
nZ nZ nP
R R R
R R R
+ + + =
+ + + =
                                (5.14) 
Входящие в (5.14) величины имеют следующий смысл: ( ), 1,...,jiZR i j n=  – 
реакция в наложенной связи основной системы по направлению основного 
неизвестного номера i, вызванная действием основного неизвестного jZ ; 
( ) 1,...,iPR i n=  – реакция в наложенной связи основной системы по направ-
лению основного неизвестного номера i, вызванная действием нагрузки. 
   Так как изменения реакции jiZR и основного неизвестного jZ  свя-
заны прямой пропорциональной зависимостью, то 
                                           jiZ ij jR r Z= ,                                               (5.15) 
где ijr  – единичная реакция в наложенной связи основной системы по на-
правлению основного неизвестного номера i от действия безразмерного 
перемещения 1jZ =ɶ .   
С учетом (5.15) соотношения (5.14) принимают вид уравнений  
11 1 1 1
1 1
... 0,
......................................
... 0.
n n P
n nn n nP
r Z r Z R
r Z r Z R
+ + + =
+ + + =
                                  (5.16) 
Полученные уравнения (5.16) представляют собой систему неодно-
родных линейных алгебраических уравнений относительно основных не-
известных  1,..., nZ Z  и называются каноническими уравнениями метода 
перемещений. Они имеют статическую природу, так как каждое такое 
уравнение выражает равенство нулю реакции в наложенной связи основ-
ной системы по направлению основного неизвестного, номер которого 
совпадает с номером соответствующего уравнения, от действия всех ос-
новных неизвестных и нагрузки.  
 Входящие в эти уравнения единичные реакции ijr  в качестве множи-
телей при основных неизвестных называются коэффициентами канони-
ческих уравнений метода перемещений. В зависимости от соотношений 
между индексами различают два вида таких коэффициентов. В случае если 
i j= , то соответствующие коэффициенты называются главными коэф-
фициентами, и они удовлетворяют условию строгой положительности 
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( )0 1,...,iir i n> = . 
В случае если i j≠ , то соответствующие коэффициенты называются по-
бочными коэффициентами, и они удовлетворяют условию взаимности 
( ) , 1,...,ij jir r i j n= = . 
 Входящие в канонические уравнения реакции ( ) 1,...,iPR i n=  от дейст-
вия нагрузки называются свободными членами канонических уравнений. 
  
5.3.3. Определение коэффициентов  и свободных членов 
 Для определения коэффициентов канонических уравнений метода 
перемещений нужно последовательно загрузить основную систему безраз-
мерными перемещениями ( )1  1,...,jZ j n= =ɶ . Такие схемы нагружения 
считаются единичными состояниями основной системы. Пример обра-
зования единичного состояния приведен на рис. 5.8, а. 
Рис. 5.8  
Построенные для каждого единичного состояния эпюры изгибающих 
моментов jm  и поперечных сил jq называются единичными эпюрами это-
го состояния основной системы (рис. 5.8, б). 
 Для определения свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,iPR i n=  необходимо рассмотреть основную систему под действием 
нагрузки и построить эпюры изгибающих моментов PM  и поперечных сил 
PQ . Такие эпюры PM , PQ  называются грузовыми, а соответствующая им 
схема нагружения считается грузовым состоянием основной системы. 
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 Поскольку основная система представляет собой совокупность ста-
тически неопределимых балок с различными закреплениями концов и каж-
дая из таких балок воспринимает внешние воздействия, приложенные только 
к ней, то для построения единичных и грузовых эпюр изгибающих моментов 
и поперечных сил основной системы используют единичные и грузовые 
эпюры, построенные для отдельных балок. В табл. 5.1 для некоторых случаев 
нагружений однопролетных балок постоянного сечения приводятся единич-
ные и грузовые эпюры изгибающих моментов и значения опорных реакций. 
Знание этих реакций позволяет достаточно просто для каждого типа балки 
получить очертание соответствующих эпюр поперечных сил        
Таблица 5.1 
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После рассмотрения единичных и грузового состояний основной сис-
темы и построения соответствующих им эпюр изгибающих моментов и по-
перечных сил осуществляется вычисление коэффициентов и свободных 
членов канонических уравнений. Их вычисление может производиться ста-
тическим способом или способом перемножения эпюр. На практике обычно 
применяют первый способ, который более прост. Способ перемножения 
эпюр целесообразно применять при расчете рам с наклонными элементами. 
 Суть статического способа заключается в вырезании сквозными се-
чениями узлов и отдельных частей основной системы и определении реак-
ций в наложенных связях из условий равновесия вырезанных частей. Такое 
вырезание производится в бесконечной близости от центров узлов. При 
этом значения изгибающих моментов и поперечных сил в сечениях пере-
резанных стержней берутся из соответствующих им эпюр. Схемы опреде-
ления двух коэффициентов статическим методом для рассмотренного еди-
ничного состояния приведены на рис.5.8, в. 
5.3.4. Решение канонических уравнений  
Математической формой канонических уравнений метода переме-
щений, как и в случае метода сил, является система неоднородных линей-
ных алгебраических уравнений  
11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2
1 1 2 2
... ;
... ;
  ......................................
... ,
n n
n n
n n nn n n
a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b
+ + + =
+ + + =
+ + + =
 
где  ,  ,  ij ij j j i iPa r x Z b R= = = − .  
Поэтому для решения канонических уравнений метода перемещений 
применяют те же численные методы решения  систем линейных алгебраи-
ческих уравнений, что и в случае метода сил.           
5.3.5. Определение внутренних усилий заданной системы 
 Для определения внутренних усилий, которые возникают в заданной 
системе от приложенных к ней внешних воздействий, используется основная 
система метода перемещений и результаты ее расчета следующим образом.  
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При нахождении коэффициентов канонических уравнений ijr  к ос-
новной системе прикладывались перемещения  ( )1 1,...,jZ j n= =ɶ  и  для 
каждого загружения были получены единичные внутренние усилия 
,  j jm q .  
Поскольку приложенные к основной системе в качестве дополни-
тельных внешних воздействий основные неизвестные 1,..., nZ Z  найдены и 
основная система считается линейно деформируемой, то изгибающие мо-
менты и поперечные силы, возникающие в ней от действия 1,..., nZ Z , будут 
равны 
                                  
1 1
1 1
... ,
... .
Z n n
Z n n
M m Z m Z
Q q Z q Z
= + +
= + +
                                     (5.17) 
При определении свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,iPR i n=  к основной системе прикладывалась заданная нагрузка, и 
были найдены грузовые внутренние усилия ,P PM Q . 
Таким образом, для определения изгибающих моментов и поперечных 
сил в заданной системе необходимо, в соответствии с принципом суперпози-
ции, сложить внутренние усилия, полученные в основной системе от основ-
ных неизвестных 1,..., nZ Z  и заданной нагрузки.  
Следовательно, формулы для определения изгибающих моментов и 
поперечных сил имеют вид 
                                 
1 1
1 1
... ,
... .
n n P
n n P
M m Z m Z M
Q q Z q Z Q
= + + +
= + + +
                            (5.18) 
Продольные силы, при известных поперечных силах, определяются 
из условия равновесия узлов заданной системы.  
 
5.4. Резюме 
 
Количественной характеристикой, с помощью которой принято раз-
личать статически неопределимые стержневые конструкции, является сте-
пень статической неопределимости. Степень статической неопределимости 
характеризует число лишних связей конструкции, которые можно удалить, 
сохраняя ее геометрическую неизменяемость. 
 143 
Статически неопределимые стержневые конструкции обладают ря-
дом специфических свойств, существенным образом отличающих их от 
статических определимых конструкций.  
При определении внутренних усилий в статически неопределимых 
стержневых конструкциях составляются дополнительные уравнения, от-
ражающие особенности деформирования конструкции. Такие уравнения 
называются каноническими, а входящие в них неизвестные величины – ос-
новными неизвестными, подлежащими первоочередному определению. 
В зависимости от природы неизвестных величин, входящих в допол-
нительные уравнения, существуют различные методы расчета стержневых 
статически неопределимых конструкций, главными из которых являются 
метод сил и метод перемещений. В первом случае основными неизвестны-
ми являются внутренние усилия в лишних связях конструкции, во втором – 
характерные узловые перемещения (линейные и угловые) конструкции.   
 
5.5. Материалы для самоконтроля 
 
Проверьте, как Вы усвоили следующие понятия, определения, алго-
ритмы и формулы: 
– степень статической неопределимости; 
– формулы для определения статической неопределимости; 
– свойства статически неопределимых систем; 
– основная задача расчета статически неопределимых систем; 
– частная задача расчета статически неопределимых систем; 
– классификация методов расчета статически неопределимых систем; 
– суть методов расчета статически неопределимых систем; 
– основная система метода сил; 
– канонические уравнения метода сил; 
– формулы для вычисления коэффициентов канонических уравне-
ний метода сил; 
– формулы для вычисления свободных членов канонических урав-
нений метода сил; 
– кинематическая неопределимость; 
– основные допущения метода перемещений; 
– основная система метода перемещений; 
– канонические уравнения метода перемещений; 
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– формулы для вычисления коэффициентов канонических уравне-
ний метода перемещений; 
– формулы для вычисления свободных членов канонических урав-
нений перемещений. 
– Проверьте, как Вы умеете: 
– определять степень статической неопределимости; 
– образовывать основную систему метода сил; 
– составлять систему канонических уравнений метода сил; 
– находить коэффициенты и свободные члены канонических урав-
нений метода сил; 
– определять степень кинематической неопределимости; 
– образовывать основную систему метода перемещений; 
– составлять канонические уравнения метода перемещений; 
– находить коэффициенты и свободные члены канонических урав-
нений перемещений. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
РУКОВОДСТВО  
К ПРАКТИЧЕСКИМ  
ЗАНЯТИЯМ 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Изучение курса строительной механики сопровождается решением 
задач и выполнением расчетно-проектировочных работ. Настоящее руко-
водство предназначено для оказания помощи при решении задач на прак-
тических занятиях, самостоятельном решении задач и выполнении расчет-
но-проектировочных работ.  
В руководстве рассмотрены типовые задачи, связанные с расчетами 
статически определимых и статически неопределимых стержневых конст-
рукций, и даны их решения. Обращено особое внимание на последова-
тельность выполнения расчетных этапов, форму представления конечных 
результатов и контроль их правильности.  
Для приобретения устойчивых умений и навыков решения задач по 
курсу строительной механики необходимо самостоятельно решить все 
предлагаемые задачи в руководстве, а затем перейти к решению задач, 
имеющихся в различных учебных пособиях и задачниках по строительной 
механике. 
 
2. ЦЕЛИ И СОДЕРЖАНИЕ ЗАНЯТИЙ 
 
Тема № 1. Определение опорных реакций в плоских статически  
определимых стержневых конструкциях 
 
Цель занятия: научиться определять опорные реакции для плоских 
статически определимых рам. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. В основе ре-
шения задач по определению опорных реакций в статически определимых 
стержневых конструкциях лежат условия равновесия сил, произвольно 
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расположенных на плоскости. Известно, что такие условия могут описы-
ваться следующими разновидностями систем трех независимых уравнений 
равновесия. 
Первая разновидность уравнений включает одно уравнение момен-
тов и два уравнения проекций: 
                                                         
.0
;0
;0
∑
∑
∑
=
=
=
Y
X
M A
                                              (1.1) 
При составлении системы уравнений (1.1) выбор центра приведения и на-
правления координатных осей могут быть произвольными. 
 Вторая разновидность уравнений включает два уравнения моментов 
и одно уравнение проекций: 
                                                         
.0
;0
;0
∑
∑
∑
=
=
=
U
M
M
B
A
                                              (1.2) 
При составлении системы уравнений (1.2) ось U не должна быть перпен-
дикулярна прямой, проходящей через точки A и B. 
 Третья разновидность уравнений включает три уравнения моментов: 
                                                         
.0
;0
;0
∑
∑
∑
=
=
=
C
B
A
M
M
M
                                              (1.3) 
При составлении системы уравнений (1.3) точки A, B и C не должны ле-
жать на одной прямой. 
 Для определения опорных реакций, как правило, следует выбирать 
ту разновидность уравнений равновесия, в которой каждое уравнение со-
держит одну неизвестную величину. Это позволит исключить влияние 
возможной ошибки при определении одной опорной реакции на остальные 
величины. 
 Для включения опорных реакций в уравнения равновесия в качестве 
неизвестных величин их при помощи принципа освобождаемости от свя-
зей переводят в число внешних сил, приложенных к стержневой конструк-
ции в местах присоединения опорных закреплений. Рекомендуемые обо-
значения составляющих опорных реакций: V – вертикальная составляю-
щая; H – горизонтальная составляющая; M – момент реактивной пары в за-
 148 
делке. Каждая составляющая должна иметь буквенный индекс, соответст-
вующий обозначению опоры. 
Первоначальные направления составляющих опорных реакций могут 
задаваться произвольно. Если найденная реакция положительна, то это по-
казывает, что ее произвольно заданное направление совпадает с действи-
тельным, а если отрицательна, то это говорит об обратном. Во втором слу-
чае необходимо на расчетной схеме стержневой конструкции изменить на-
правление соответствующей опорной реакции и в дальнейших расчетах 
считать ее положительной величиной. В дальнейшем при решении задач 
принимаются следующие первоначальные направления составляющих 
опорных реакций: V – вниз; H – вправо; M – по часовой стрелке. 
 При составлении и решении уравнений равновесия рекомендуется 
следующий порядок. Сначала уравнения записываются в общем виде с ис-
пользованием буквенных обозначений параметров расчетной схемы и за-
данной нагрузки. Затем в них подставляются числовые значения парамет-
ров задачи и определяются величи-
ны искомых реакций.   
Для проверки правильности 
произведенных расчетов составляют 
неиспользованные уравнения равно-
весия (1.1) – (1.3), позволяющие 
включить в них все найденные со-
ставляющие опорных реакций и за-
данные нагрузки стержневой конст-
рукции.  
Пример 1. Для рамы, показан-
ной на рис. 1.1, определить опорные 
реакции и проверить их правиль-
ность. 
 Для определения вертикальных составляющих опорных реакций со-
ставим для рамы суммы моментов сил относительно левой 
кН 30
8
3
  ;0
4
3
2
  ;0 ===⋅−=∑ qlVl
qllVM AAB  
и правой  
кН 10
8
1
  ;0
4
1
2
-  ;0 ===⋅+=∑ qlVl
qllVM BBA  опор. 
Рис. 1.1 
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Для определения горизонтальных составляющих опорных реакций соста-
вим суммы моментов сил относительно точки C для левой части рамы 
        кН 10
8
15,0  ;0
4
1
2
5,0  ;0
2
..
=−==⋅−+−=∑ h
ql
h
lVHlqllVhHM AAAA
чл
C  
и для правой части рамы 
                   кН 105,0  ;05,0  ;0.. ===−=∑ h
lVHlVhHM BBBB
чп
C . 
Для проверки правильности найденных составляющих опорных ре-
акций составим для рамы сумму проекций сил на ось y 
                              0104030
2
  ;0 =+−=+−=∑ BA V
qlVy  
и на ось x 
                                     01010  ;0 =−=−=∑ BA HHx .  
Задачи для самостоятельного решения. Для рам, показанных на 
рис. 1.2, найти опорные реакции. 
 
 
 
 
 
Рис. 1.2 
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Размеры рам и значения нагрузок приведены в табл. 1.1 
Таблица 1.1 
 
Нагрузки Размеры рам в м № 
задачи P в кН q в кН/м l1 l2 l3 h1 h2 h3 
1 14,2 18 2 3 7 1 2 1 
2 16,3 21 4 6 4 1 2 2 
3 17,8 28 5 8 3 2 4 - 
4 19,5 24 9 3 6 2 3 2 
 
Тема № 2. Кинематический анализ плоских стержневых  
конструкций 
 
Цель занятия: научиться определять для  плоских стержневых кон-
струкций кинематические и статические признаки.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. В основе ре-
шения задач по определению кинематических и статических признаков 
плоских стержневых конструкций лежит подсчет числа степеней свободы 
и анализ геометрической структуры конструкций.  
Формула для подсчета числа степеней свободы таких конструкций, 
представленных в виде кинематической цепи, имеет вид 
                                        оССШУДW −−−+= 223 ,                                (2.1) 
где Д – число дисков системы, У – число узлов системы,  Ш – число шар-
ниров системы с учетом их кратности, С – число стержней внутри систе-
мы, Со – число опорных стержней.  
 Если при подсчете по формуле (2.1) получится 
                                                          0>W ,                                                    (2.2) 
то (2.2) является необходимым и достаточным условием для вывода, что 
конструкция геометрически изменяема и статически противоречива. 
Если при подсчете по формуле (2.1) получится 
                                                 0=W                                                      (2.3) 
или 
                                                          0<W ,                                                    (2.4) 
то подсчет W  должен быть дополнен анализом геометрической структуры 
стержневой конструкции. Для этого необходимо использовать приемы, 
описанные ранее в модуле 1 курса лекций. 
  В случае (2.3) нужно подтвердить, что конструкция геометрически 
неизменяема с необходимым числом связей и статически определима. А в 
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случае (2.4) нужно подтвердить, что конструкция геометрически неизме-
няема с избыточным числом связей и статически неопределима. Если в хо-
де анализа геометрической структуры конструкции в одном или другом 
случае обнаружатся дефекты, то в обоих случаях делается вывод, что кон-
струкция геометрически изменяема и статически противоречива. 
Пример 2. Для стержневой системы, показанной на рис. 2.1, а, сде-
лать кинематический анализ и вывод о ее кинематических и статических 
признаках. 
 
Рис. 2.1 
 
 Для подсчета числа степеней свободы представим систему в виде 
кинематической цепи (рис. 2.1, б). Из рис. 2.1, б следует, что  
                                   3  ;9  ;1  ;4  ;2 ===== оССШУД . 
Тогда по формуле (2.1) получим 
                                      039124223 =−−⋅−⋅+⋅=W . 
Так как подсчитанное число степеней свободы удовлетворяет условию 
(2.3), то выполним анализ геометрической структуры системы.  
Узел 1У  крепится к диску 1Д  при помощи двух стержней 21  и CC , не 
лежащих на одной прямой, и образует с ним единый диск. Узел 2У  крепится 
к расширенному диску при помощи двух стержней 43  и CC , не лежащих на 
одной прямой, и образует с ним единый диск. Рассуждая аналогично, можно 
показать, что узлы 43  и УУ  образуют с диском 2Д  единый диск. 
 Два полученных диска соединены между собой при помощи шарни-
ра 1Ш  и стержня 5C , ось которого не проходит через центр шарнира. По-
этому система без учета опорных стержней образует единый диск. Этот 
единый диск крепится к основанию тремя опорными стержнями, не парал-
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лельными и не пересекающимися в одной точке и, следовательно, образует 
с ним единый диск. 
 Таким образом, на основании подсчета числа степеней свободы и 
анализа геометрической структуры можно сделать выводы, что рассматри-
ваемая стержневая система геометрически неизменяемая с необходимым 
числом связей и статически определимая.  
Задачи для самостоятельного решения. Для стержневых систем, 
показанных на рис. 2.2, сделать кинематический анализ и вывод о их ки-
нематических и статических признаках. 
 
 
 
Рис. 2.2 
 
Тема № 3. Построение эпюр внутренних усилий в многопролетных 
шарнирных балках 
 
Цель занятия: научиться для многопролетных шарнирных балок: 
− определять изгибающие моменты и поперечные силы от действия 
неподвижной постоянной нагрузки;  
− строить эпюры внутренних усилий.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. В основе оп-
ределения изгибающих моментов и поперечных сил в многопролетной 
шарнирной балке лежит использование ее монтажной схемы и статическо-
го метода нахождения внутренних усилий. 
На монтажной схеме отдельные звенья конструкции, в соответствии с 
порядком сборки снизу вверх, изображаются условно в разных уровнях. Это 
 153 
позволяет при расположении нагрузки на такой схеме увидеть последова-
тельность ее передачи сверху вниз и определить порядок расчета звеньев 
конструкции как отдельных балок – простых или с консолями. 
Сначала рассчитываются нагруженные балки, расположенные на са-
мом верху монтажной схемы конструкции. Таких балок может быть одна 
или несколько. Для них находят опорные реакции, а затем, используя ста-
тический метод, определяют изгибающие моменты, поперечные силы. 
При расчетах нижележащих балок, поддерживающих уже рассчи-
танные звенья конструкции, учитываются силы давления от вышележащих 
балок. Такие силы численно равны опорным реакциям этих балок и имеют, 
в соответствии с законом равенства действия и противодействия, противо-
положное направление. 
При определении изгибающих моментов и поперечных сил следует 
пользоваться правилами знаков, принятыми в сопротивлении материалов. На 
эпюрах M положительные ординаты откладываются вниз, отрицательные – 
вверх от оси балки. Таким образом, ординаты на эпюрах M будут всегда от-
ложены со стороны растянутого волокна. Знаки на эпюрах M не проставля-
ются. На эпюрах Q положительные ординаты откладываются вверх, отрица-
тельные – вниз от оси балки, и обязательно проставляются знаки. 
Эпюры внутренних усилий, построенные в результате расчета звень-
ев конструкции как отдельных балок, объединяются в сводные эпюры M и 
Q, которые следует расположить непосредственно под нагруженной рас-
четной схемой многопролетной шарнирной балкой. Это позволит прове-
рить качественное соответствие схемы нагружения и эпюр M и Q диффе-
ренциальным зависимостям. 
Пример 3. Для многопролетной шарнирной балки, показанной на 
рис. 3.1, а, построить эпюры M и Q. Монтажная схема балки и порядок 
расчета ее звеньев показаны на рис. 3.1, б. 
 
Рис. 3.1 
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 В соответствии с указанным порядком рассчитаем звенья многопро-
летной балки как однопролетные балки. Ввиду простоты расчетов звеньев 
сами вычисления не приводятся. Схемы нагружения звеньев и результаты 
их расчетов показаны на рис. 3.2. 
Объединяя полученные эпюры для отдельных звеньев на общей оси, 
получим эпюры M и Q, которые описывают изменения этих внутренних 
усилий по длине заданной многопролетной шарнирной балки. Сводные 
эпюры M и Q приведены на рис. 3.3. 
 
 
 
 
 
Рис. 3.2 
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Рис. 3.3 
 
Задачи для самостоятельного решения. Для многопролетных шар-
нирных балок, показанных на рис. 3.4, построить эпюры M и Q. 
 
 
Рис. 3.4 
 
Значения нагрузок и размеры многопролетных шарнирных балок 
приведены в табл. 3.1. 
Таблица 3.1 
Нагрузки Размеры балок в м № 
задачи P1 в кН P2 в кН P3 в кН q в кН/м l1 l2 l3 l4 l5 
1 2,2 6,4 4,6 8 2 5 7 8 4 
2 3,4 5,3 6,2 6 3 6 5 10 3 
3 4,1 7,8 5,9 4 4 7 6 12 2 
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Тема № 4. Построение линий влияния в многопролетных  
шарнирных балках 
 
Цель занятия: научиться строить кинематическим способом для 
многопролетных шарнирных балок линии влияния: 
− опорных реакций;  
− изгибающих моментов и поперечных сил.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. Для построения 
кинематическим способом линии влияния опорной реакции многопролетной 
шарнирной балки удаляется соответствующая опорная связь и заменяется ре-
акцией положительного направления. Полученному механизму с одной сте-
пенью свободы придается возможное отклонение от положения равновесия в 
сторону положительного направления реакции удаленной связи. Вертикаль-
ное перемещение точки приложения опорной реакции полагается равным 
единице. Тогда отклоненное положение механизма одновременно является 
очертанием линии влияния рассматриваемой опорной реакции.  
Для получения очертания линии влияния изгибающего момента, 
возникающего в некотором сечении, необходимо в это сечение ввести 
шарнир и приложить два положительных момента в торцах участков, при-
мыкающих к шарниру. Возможное отклонение полученному механизму 
задается таким образом, чтобы заменяющие моменты при поворотах соот-
ветствующих торцов совершали положительную работу. Если положить 
взаимный угол поворота торцов равным единице, то отклоненное положе-
ние механизма одновременно будет являться очертанием линии влияния 
рассматриваемого изгибающего момента.  
 При построении кинематическим способом линии влияния попереч-
ной силы в требуемое сечение вводится «качель» и в торцах примыкающих 
к ней участков прикладываются положительные поперечные силы. Для 
получения возможного отклонения механизма торцы смещаются по верти-
кали так, чтобы поперечные силы совершали положительную работу. По-
лагая взаимное вертикальное удаление торцов равным единице, получим 
очертание линии влияния поперечной силы.  
Числовые значения характерных ординат построенных линий влия-
ния опорных реакций, изгибающих моментов и поперечных сил находят с 
использованием заданного перемещения по направлению реакции удален-
ной связи, равного 1, и геометрических соотношений между ординатами 
соответствующих участков линий влияния. 
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Пример 4. Для многопролетной шарнирной балки, показанной на 
рис. 4.1, построить кинематическим способом линии влияния опорной ре-
акции VC , изгибающего момента для сечения 1 – M1 и поперечной силы 
для сечения 2 – Q2. 
 
 
 
Рис. 4.1 
 
 Для построения линии влияния опорной реакции VC удалим опорный 
стержень C и заменим его реакцией положительного направления (рис. 4.2, а). 
Придадим полученному механизму возможное отклонение по на-
правлению опорной реакции  VC  и примем перемещение точки ее прило-
жения равным 1. Тогда отклоненное положение механизма, показанное на 
рис. 4.2, б, является линией влияния опорной реакции  VC . 
 
 
Рис. 4.2 
  
 Для построения линии влияния изгибающего момента M1 введем в 
сечение 1 шарнир и заменим удаленную при этом связь парой положи-
тельных моментов (рис. 4.3, а).  
Придадим полученному механизму возможное отклонение по на-
правлению моментов M1 и примем взаимный угол поворота торцов, при-
мыкающих к введенному шарниру, равным 1. Тогда отклоненное положе-
ние механизма, показанное на рис. 4.3, б, является линией влияния M1. 
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Рис. 4.3 
 
Для построения линии влияния поперечной силы Q2 введем в сечение 2 
«качели» и заменим удаленную при этом связь парой положительных попе-
речных сил (рис. 4.4, а). Придадим полученному механизму возможное от-
клонение по направлению поперечных сил  Q2 и примем взаимное смещение 
торцов качели по вертикали равным 1. Тогда отклоненное положение меха-
низма, показанное на рис. 4.4, б, является линией влияния Q2. 
 
 
 
Рис. 4.4 
 
Задачи для самостоятельного решения. Для многопролетных шар-
нирных балок, показанных на рис. 4.5, построить линии влияния опорных 
реакций, M и Q .  
Сечения балок, связанные с построением линий влияния M и Q, а 
также размеры балок указаны в табл. 4.1. 
Таблица 4.1 
Линии влияния Размеры балок в м № 
задачи Опорные реакции M Q l1 l2 l3 l4 l5 
1 A, B, C, D 1, 2, 3 1, 2, 3 2 5 7 8 4 
2 A, B, C, D 1, 2, 3 1, 2, 3 3 6 5 10 3 
3 A, B, C, D 1, 2, 3 1, 2, 3 4 7 6 12 2 
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Рис. 4.5 
 
Тема № 5. Определение по линиям влияния внутренних усилий 
в многопролетных шарнирных балках 
 
Цель занятия: научиться определять по линиям влияния внутренние 
усилия от действия: 
− неподвижной нагрузки;  
− временной нагрузки.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. При действии 
на балку сосредоточенных сил для определения внутреннего усилия ис-
пользуется формула 
i
n
i
isPS ∑
=
=
1
, 
где S – искомое внутреннее усилие; iP  – заданные сосредоточенные силы; 
is  – ординаты линии влияния усилия S  под местами приложения сил iP . 
Заданные силы считаются положительными, если они направлены вниз. В 
противном случае они считаются отрицательными. Знаки is  определяются 
по линии влияния.  
 При действии на балку распределенной нагрузки постоянной интен-
сивности g  внутреннее усилие S  определяется по формуле 
                                                          abgAS = , 
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где abA  – площадь линии влияния внутреннего усилия S  на участке на-
гружения. Знак abA  определяется по линии влияния, а интенсивность g  
берется со знаком плюс, если распределенная нагрузка направлена вниз, и 
со знаком минус – в противном случае. 
При действии на балку внешних моментов для определения внутрен-
него усилия S  используется формула 
                                                    i
n
i
iMS α= ∑
=
tg
1
, 
где iM  – заданные внешние моменты; iαtg  – тангенсы углов наклона каса-
тельных к линии влияния S  под местами приложения к конструкции внеш-
них моментов. Внешние моменты считаются положительными, если они на-
правлены по часовой стрелке. В противном случае они считаются отрица-
тельными. Знаки  для iαtg  определяются по правилам тригонометрии. 
 При действии на балку временной вертикальной нагрузки наибольшее 
и наименьшее значения внутреннего усилия определяются по формулам 
                                                    ∑ +=
i
iAqSmax  
и 
                                                    ∑ −=
j
jAqSmin . 
Здесь q  – интенсивность временной нагрузки; ∑ +
i
iA – сумма площадей 
всех положительных участков линии влияния; ∑ −
j
jA – сумма площадей 
всех отрицательных участков линии влияния. 
Пример 5. Для многопролетной шарнирной балки, показанной на 
рис. 5.1, используя линии влияния примера 4, определить реакцию на опо-
ре C, изгибающий момент в сечении 1 и поперечную силу в сечении 2.  
 
 
 
Рис. 5.1 
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Полученные значения опорной реакции и внутренних усилий сравнить с 
аналогичными величинами, найденными для данной балки в примере 3.  
 Реакция на опоре C, в соответствии со схемой расположения задан-
ной нагрузки над линией влияния VC (рис. 5.2), вычисляется по формуле  
                              кН 98,9633,1
2
1133,135,04 =⋅⋅⋅+⋅+⋅=CV . 
 
 
Рис. 5.2 
 
 Изгибающий момент в сечении 1, в соответствии со схемой распо-
ложения заданной нагрузки над линией влияния VC  (рис. 5.3), вычисляется 
по формуле
  
 
                                       061
2
11135,141 =⋅⋅⋅−⋅−⋅=M . 
 
 
Рис. 5.3 
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Поперечная сила в сечении 2, в соответствии со схемой расположения задан-
ной нагрузки над линией влияния VC (рис. 5.4), вычисляется по формуле   
                     416,12333,0
2
1135,0
2
116333,0
2
112 =⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=Q . 
 
 
 
Рис. 5.4 
 
 Сравнение найденных значений опорной реакции и внутренних уси-
лий с аналогичными величинами, полученными для данной балки в при-
мере 3, приведены в табл. 5.1. 
Таблица 5.1 
Сравниваемые величины № 
примера VC в кН M1 в кНм Q2 в кН 
Пример 3 10 0 1,416 
Пример 4 9,98 0 1,416 
 
Незначительное расхождение значений опорной реакции VC  объяс-
няется округлениями при вычислении отдельных ординат линии влияния 
этой опорной реакции.   
Задачи для самостоятельного решения. Для схем нагружения мно-
гопролетных шарнирных балок (см. рис. 3.4) определить по линиям влия-
ния опорные реакции и внутренние усилия M и Q  в сечениях, показанных  
на рис. 4.5.    
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Тема № 6. Построение эпюр внутренних усилий в статически  
определимых рамах 
 
Цель занятия: научиться для статически определимых рам: 
− определять статическим методом изгибающие моменты, попереч-
ные и продольные силы от действия неподвижной нагрузки;  
− строить эпюры внутренних усилий.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. При опреде-
лении изгибающих моментов, поперечных и продольных сил в статически 
определимых рамах будем использовать вторую разновидность статиче-
ского метода.  
 Определение внутренних усилий производится по участкам. На каж-
дом участке последовательно применяется метод сечений. Для получения 
аналитических выражений, описывающих законы изменения внутренних 
усилий в пределах участка, внешние силы мысленно отбрасываемой части 
приводятся к центру тяжести поперечного сечения оставшейся части. Ре-
комендуется отбрасывать ту часть, к которой приложено меньше внешних 
сил. Участком считается любая часть рамы, на протяжении которой не из-
меняются аналитические выражения внутренних усилий. 
По полученным аналитическим выражениям вычисляются значения 
внутренних усилий для ряда сечений. При определении внутренних усилий 
используются следующие правила знаков.  
Для различения моментов противоположных направлений вводится 
правило «отмеченного» волокна. Его суть заключается в том, что для каж-
дого участка рамы произвольно выбирается волокно, при растяжении ко-
торого момент условно считается положительным. В пределах каждого 
участка такие волокна отмечаются пунктирной линией. В сопротивлении 
материалов при изгибе балок «отмеченным» волокном считается нижнее 
волокно. 
Правила знаков для поперечной и продольной сил совпадают с пра-
вилами, принятыми в сопротивлении материалов при определении этих 
усилий в отдельном стержне.  
  При построении эпюр внутренних усилий руководствуются следую-
щими правилами: 
− эпюра моментов строится со стороны растянутых волокон, и знаки 
на участках эпюры не ставятся; 
− эпюры поперечных и продольных сил можно строить со стороны 
любых волокон, и знаки на участках эпюр ставятся обязательно; 
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− ординаты на эпюрах внутренних усилий откладываются по норма-
ли к оси элементов рамы. 
Правильность построения эпюр осуществляется проверкой равнове-
сия узлов и стержней рамы.  
Для проведения первой проверки каждый узел мысленно вырезается 
сквозным сечением, проходящим бесконечно близко от центра узла. Рас-
сматривая узел под действием приложенных внешних сосредоточенных 
сил, моментов и действующих в примыкающих к узлу сечениях внутрен-
них усилиях, проверяют соблюдение трех уравнений равновесия: уравне-
ния моментов относительно центра узла и двух уравнений проекций на ор-
тогональные оси с началом в центре узла. 
Для проверки равновесия стержней каждый стержень системы выре-
зается двумя сечениями, проходящими бесконечно близко от центров со-
ответствующих узлов. Прикладывая к стержню заданную нагрузку и дей-
ствующие в концевых сечениях внутренние усилия, проверяют соблюде-
ние трех уравнений равновесия: двух уравнений моментов относительно 
центров тяжести концевых сечений и уравнения проекций на ось стержня. 
Пример 6. Для рамы, показанной на рис. 6.1, определить статиче-
ским методом внутренние усилия M, Q , N и построить их эпюры. Опорные 
реакции рамы, вычисленные в примере 1, равны 
                           кН 10  ;кН 10  ;кН 30 ==== BABA HHVV . 
 
 
 
Рис. 6.1 
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 Для рассматриваемой рамы можно выделить 4 участка – АМ, МС, 
СN, NВ. Пунктирной линией на рис. 6.1 обозначаются «отмеченные» во-
локна каждого участка рамы. 
 Применим метод сечений на участке АМ и отбросим нижнюю часть 
рамы (рис. 6.2). Переменная x, определяющая положение сечения на уча-
стке, может изменяться в следующем интервале: м 40 ≤≤ x .  
 
 
Рис. 6.2 
 
Приводя внешние силы отброшенной части участка к центру тяжести 
поперечного сечения оставшейся части, получим следующие аналитиче-
ские выражения для внутренних усилий участка: 
                                                  
.30
;10
;10
−=−=
−=−=
−=−=
A
A
A
VN
HQ
xxHM
 
Применим метод сечений на участке МС и отбросим левую часть ра-
мы (рис. 6.3). Переменная x, определяющая положение сечения на участке, 
может изменяться в следующем интервале: м 40 ≤≤ x . 
Приводя внешние силы отброшенной части участка к центру тяжести 
поперечного сечения оставшейся части, получим следующие аналитиче-
ские выражения для внутренних усилий участка: 
                                
.10
;1030
;53040
2
2
2
−=−=
−=−=
−+−=−+−=
A
A
AA
HN
xqxVQ
xx
qx
xVhHM
 
 
 
 166 
 
Рис. 6.3 
 
Применим метод сечений на участке СN и отбросим правую часть 
рамы (рис. 6.4). Переменная x, определяющая положение сечения на уча-
стке, может изменяться в следующем интервале: м 40 ≤≤ x . 
 
 
 
Рис. 6.4 
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Приводя внешние силы отброшенной части участка к центру тяжести 
поперечного сечения оставшейся части, получим следующие аналитиче-
ские выражения для внутренних усилий участка: 
                                       
.10
;10
;1040
−=−=
−=−=
+−=+−=
B
B
BB
HN
VQ
xxVhHM
 
Применим метод сечений на участке NB и отбросим нижнюю часть 
рамы (рис. 6.5). Переменная x, определяющая положение сечения на уча-
стке, может изменяться в следующем интервале: м 40 ≤≤ x . 
 
Рис. 6.5 
 
Приводя внешние силы отброшенной части участка к центру тяжести 
поперечного сечения оставшейся части, получим следующие аналитиче-
ские выражения для внутренних усилий участка: 
                                                  
.10
;10
;10
−=−=
==
−=−=
B
B
B
VN
HQ
xxHM
 
 Эпюры внутренних усилий рамы, построенные согласно полученным 
аналитическим выражениям для M, Q и N на каждом участке, приведены 
на рис. 6.6. 
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Рис. 6.6 
 
Задачи для самостоятельного решения. Для рам, показанных на рис. 
1.2, статическим методом построить эпюры внутренних усилий M, Q и N. 
 
Тема № 7. Определение внутренних усилий в стержнях плоских ферм 
 
Цель занятия: научиться определять при узловом нагружении про-
стых ферм: 
− нулевые стержни;  
− внутренние усилия методом вырезания узлов; 
− внутренние усилия методом рассечения на крупные части.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. Определение 
нулевых стержней фермы для заданной схемы нагружения осуществляется 
на основе трех признаков. 
 Первый признак – в ненагруженном двухстержневом узле фермы оба 
стержня нулевые.  
 Второй признак – в двухстержневом узле фермы, нагруженном силой 
вдоль оси одного из стержней, другой стержень нулевой. 
 Третий признак – в ненагруженном трехстержневом узле фермы, в 
котором оси двух стержней направлены по одной прямой, третий стержень 
нулевой.  
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В основе определения внутренних усилий методом вырезания узлов 
лежит использование уравнений равновесия системы сходящихся сил. Ка-
ждый узел фермы мысленно вырезается сквозным сечением, проходящим 
бесконечно близко от центра узла. Для вырезанных узлов составляются по 
два независимых уравнения проекций сил на оси, проходящие через цен-
тры вырезанных узлов фермы. Решение этих уравнений позволяет найти 
продольные силы в стержнях фермы. Первыми решаются уравнения рав-
новесия для того узла, где сходится не более двух стержней с неизвестны-
ми продольными силами. 
 В основе определения внутренних усилий методом рассечения на 
крупные части лежит использование уравнений равновесия системы сил, 
произвольно расположенных на плоскости. Ферма мысленно рассекается 
через любые три стержня на две части.  
Для определения внутренних усилий методом рассечения на круп-
ные части используются уравнения равновесия системы сил, произвольно 
расположенных на плоскости. Такие уравнения применяются к одной из 
частей фермы, полученной при мысленном рассечении фермы через любые 
три стержня.  
Для определения продольных сил в рассеченных стержнях состав-
ляются уравнения моментов относительно моментных точек. Если рассе-
чение фермы проходит через три стержня, два из которых параллельны, то 
для определения продольной силы в третьем стержне составляется сумма 
проекций сил на ось, перпендикулярную параллельным стержням. 
При составлении уравнений равновесия обоих методов первоначаль-
но все стержни фермы считаются растянутыми. Если при расчете какая-
либо продольная сила получится отрицательной, то это означает, что дан-
ный стержень фермы сжат.  
Пример 7. Для фермы, показанной на рис. 7.1, определить нулевые 
стержни и продольные силы 221   ,  , DUO . 
 
 
Рис. 7.1 
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 Опорные реакции фермы AV  и BV  определяем как для простой балки 
кН 15  ;06101210181024  ;0 ==⋅−⋅−⋅−⋅=∑ AAB VVM  
и 
кН 15  ;06101210181024-  ;0 ==⋅+⋅+⋅+⋅=∑ BBA VVM . 
 В соответствии с третьим признаком нулевых стержней в рассматри-
ваемой ферме при заданной схеме нагружения такими стержнями являют-
ся 321   ,  , VVV , отмеченные кружками на рис. 7.1. 
 Для определения внутреннего усилия 1O  вырежем опорный узел A и 
рассмотрим его равновесие (рис. 7.2). Составим уравнение проекций на ось y  
                                          0sin  ;0 1 =+α=∑ AVOy  
и найдем 
                                      1
15 18,75 кН
sin 0,8
AVO = − = − = −
α
. 
 
 
 
Рис. 7.2 
 
Для определения внутренних усилий 22   , DU  рассечем ферму через 
третью панель верхнего пояса и вторую панель нижнего пояса на две части 
(рис. 7.3) и рассмотрим равновесие левой части фермы. 
 
 
Рис. 7.3 
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Для определения внутреннего усилия 2U  составим уравнение мо-
ментов относительно моментной точки этого усилия 
                                  031094  ;0 2
..
2
=⋅−⋅+⋅−=∑ A
чл
UR VUM  
и найдем 
                                               кН 25,26
4
105
2 ==U . 
Для определения внутреннего усилия 2D  составим уравнение проек-
ций на ось y 
                                          
. .
20;   sin 10 0
л ч
Ay D V= α − + =∑  
и найдем 
                                        2
10 8,75 10,9 кН
sin 0.8
AVD −= = − = −
α
. 
Задачи для самостоятельного решения. Для ферм, показанных на 
рис. 7.4, определить нулевые стержни и внутренние усилия в отмеченных 
стержнях. 
 
 
Рис. 7.4 
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Значения нагрузок и размеры ферм приведены в табл. 7.1 
 
Таблица 7.1 
Значения нагрузок в кН Размеры ферм в м № 
задачи 
1P  2P  3P  l  h  
1 8 14 16 6 3 
2 11 17 9 12 5 
3 13 19 7 7 4 
 
Тема № 8. Построение линий влияния внутренних усилий  
простых ферм 
 
Цель занятия: научиться строить статическим методом линии влия-
ния внутренних усилий простых ферм. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. Для построе-
ния в фермах линий влияния продольных сил применяется статический 
метод. Построение линии влияния определенной продольной силы осно-
вывается на той разновидности статического метода, которая наиболее це-
лесообразна для отыскания этой продольной силы. Рассматриваются два 
положения единичного груза: на нижнем поясе (груз понизу) и на верхнем 
поясе (груз поверху). 
Кроме того, применяя метод рассечения на крупные части, рассмат-
ривают три положения груза на каждом поясе: слева и справа от перере-
занной панели и в пределах перерезанной панели. Каждому положению 
единичного груза соответствует определенный участок линии влияния 
рассматриваемой продольной силы. 
Применяя метод вырезания узлов, также рассматривают различные 
положения единичного груза. При расположении груза на поясе, которому 
принадлежит вырезанный узел, таких положений три: груз в узле, груз вне 
узла и вне пределов перерезанных панелей, груз в пределах перерезанных 
панелей. При расположении груза на поясе, которому не принадлежит вы-
резанный узел, он занимает единственное положение вне узла и вне преде-
лов перерезанных панелей. 
Пример 8. Для фермы, показанной на рис. 8.1, построить линии 
влияния продольных сил 221   ,  , DUO . 
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Рис. 8.1 
 
 Для построения линии влияния 1O  вырежем опорный узел A и рас-
смотрим его равновесие при трех положениях единичного груза – груз в узле, 
груз вне узла и вне рассеченных панелей, груз в рассеченных панелях.  
При расположении груза в узле (рис. 8.2, а) из уравнения проекций 
на ось y найдем значение соответствующей ординаты линии влияния 1O : 
0  ;0 1 ==∑ Oy . 
 
 
 
Рис. 8.2 
 
  Составляя уравнение проекций на ось y при расположении груза вне 
узла и вне рассеченных панелей (рис. 8.2, б), получим  
                                  
α
−==+α=∑
sin
  ;0sin  ;0 11 AA
VOVOy . 
Из полученного соотношения следует, что очертание линии влияния 1O  
при втором положении единичного груза подобно очертанию линии влия-
ния AV , ординаты которой умножены на величину α
−
sin
1
. 
Для получения соединительного участка, соответствующего третьему 
положению единичного груза, используются значения 1O , найденные при 
а) б) 
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двух первых положениях единичного груза. Очертание линии влияния 1O  по-
казано на рис. 8.3 и оно одинаковое при движениях груза понизу и поверху.  
 
 
Рис. 8.3 
 
Для построения линий влияния 2U  и 2D  рассечем ферму на две части 
через третью панель верхнего и вторую панель нижнего поясов (рис. 8.4, а). При 
движении единичного груза понизу и поверху будем рассматривать три его по-
ложения – слева и справа от рассеченной панели и в пределах этой панели. 
 
 
Рис. 8.4 
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При первом положении единичного груза (груз понизу и слева от 
рассеченной панели) рассмотрим равновесие правой отсеченной части 
фермы и для определения продольной силы 2U  составим уравнение мо-
ментов относительно моментной точки этого усилия 2UR  
BB
чпр
UR
VUVUM 75,3  ;0154  ;0 22
..
2
==⋅−⋅=∑ , 
а для определения продольной силы 2D  составим уравнение проекций на 
ось y 
BB
чпр VDVDy 25,1  ;0sin-  ;0 22.. ==+α⋅=∑ . 
 При втором положении единичного груза (груз понизу и справа от 
рассеченной панели) рассмотрим равновесие левой отсеченной части фер-
мы и для определения продольных сил 2U  и 2D  составим уравнения  
AФ
чл
UR VUVUM 25,2  ;094-  ;0 22
..
2
==⋅+⋅=∑  
и 
AA
чл VDVDy 25,1  ;0sin  ;0 22.. −==+α⋅=∑ . 
 Поскольку при движении единичного груза понизу в пределах пере-
резанной панели продольные силы 2U  и 2D  описываются некоторыми ли-
нейными функциями от абсциссы x, а концевые значения этих сил могут 
быть найдены из соответствующих ранее полученных выражений для этих 
сил, то этого достаточно для получения очертаний соединительных участ-
ков линий влияния 2U  и 2D .  
Очертание линии влияния продольной силы 2U  при движении груза 
понизу показано на рис. 8.4, б сплошной линией. Левый и правый участки 
линии влияния пересекаются под моментной точкой 2UR . Очертание со-
единительного участка, соответствующее движению груза поверху, пока-
зано на рис. 8.4, б пунктирной линией. 
Очертание линии влияния продольной силы 2D  при движении груза 
понизу показано на рис. 8.4, в сплошной линией. Левый и правый участки 
линии влияния параллельны друг другу. Очертание соединительного уча-
стка, соответствующее движению груза поверху, показано на рис. 8.4, в 
пунктирной линией. 
Задачи для самостоятельного решения. Для ферм, показанных на 
рис. 7.4, построить линии влияния продольных сил в отмеченных стержнях. 
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Тема № 9. Определение внутренних усилий в трехшарнирной арке 
 
Цель занятия: научиться для трехшарнирной арки от действия не-
подвижной вертикальной нагрузки: 
− определять опорные реакции; 
− определять изгибающие моменты, поперечные и продольные силы;  
− строить эпюры внутренних усилий.  
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. При действии 
вертикальной нагрузки вертикальные составляющие опорных реакций 
трехшарнирной арки равны опорным реакциям соответствующей балки: 
                                                   
0 0
,   A A B BV V V V= = . 
Распор арки определяется по формуле 
                                                         f
MH C
0
= , 
где 0CM  – изгибающий момент в сечении балки под замковым шарниром 
арки,  f  – стрела подъема арки. 
 Для определения изгибающего момента, поперечной и продольной 
сил в произвольном сечении K используются следующие формулы: 
)(0 KKK yfHMM −−= , 
KKKK HQQ ϕ−ϕ= sincos0 , 
KKKK HQN ϕ−ϕ−= cossin0 . 
Здесь 0KM , 
0
KQ  – изгибающий момент и поперечная сила в сечении балки 
под рассматриваемым сечением арки; Ky , Kϕ  – ордината сечения K и угол 
наклона касательной к оси арки в этом сечении. 
Для вычисления тригонометрических функций угла ϕ , имея анали-
тическое выражение оси арки )x(fy = , целесообразно использовать сле-
дующие формулы: 
.
tg1
1
cos
;
tg1
tg
sin
;tg
2
2
ϕ+
=ϕ
ϕ+
ϕ
=ϕ
=ϕ
dx
dy
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Пример 9. Для трехшарнирной арки, показанной на рис. 9.1, опреде-
лить внутренние усилия в сечениях через 8
1
 пролета арки и построить их 
эпюры. Арка очерчена по дуге окружности 
2 2y r r x= − − . 
 
 
Рис. 9.1 
Характерные геометрические величины для заданных сечений при-
ведены в табл. 9.1. 
Таблица 9.1 
№ 
сеч. 
x 
(м) 
22
xr −  
(м) 
22 xrry −−=
(м) 
f - y 
(м) r
xr
22
cos
−
=ϕ  
r
x
=ϕsin  
0 4 3,00 2,00 0,00 0,600 0,800 
1 3 4,00 1,00 1,00 0,800 0,600 
2 2 4,58 0,417 1,58 0,917 0,400 
3 1 4,90 0,101 1,90 0,980 0,200 
4 0 5,00 0,00 2,00 1,000 0,000 
5 -1 4,90 0,101 1,90 0,980 -0,200 
6 -2 4,58 0,417 1,58 0,917 -0,400 
7 -3 4,00 1,00 1,00 0,800 -0,600 
8 -4 3,00 2,00 0,00 0,600 -0,800 
 
Рассмотрим балку, которая имеет одинаковые с аркой пролет и схему 
нагружения (рис. 9.2, а). Определим для нее опорные реакции 
кН 124300 =⋅=== qlVV BA  
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и внутренние усилия от заданной нагрузки в произвольном сечении K: 
).4(312)(
,)4(5,1)4(12
2
)()(
00
2
2
00
KKAK
KK
K
KAK
xxlqVQ
xx
xlq
xlVM
−−=−−=
−−−=
−
−−=
 
Эпюры балочных внутренних усилий показаны на рис. 9.2, б. 
 
 
 
Рис. 9.2 
 
Определим для трехшарнирной арки от заданной нагрузки опорные 
реакции  
0
12 кН,
24 12 кН
2
A B
C
V V
MH f
= =
= = =
 
 и внутренние усилия в произвольном сечении K: 
.cos12sincossin
,sin12cossincos
),2(12)(
00
00
00
KKKKKKK
KKKKKKK
KKKKK
QHQN
QHQQ
yMyfHMM
ϕ−ϕ−=ϕ−ϕ−=
ϕ−ϕ=ϕ−ϕ=
−−=−−=
 
 Нахождение внутренних усилий в заданных сечениях арки приведе-
но в табл. 9.2. 
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Таблица 9.2 
№
 
се
ч
.
 
0
KM
 
–H(f–y) 
 
KM  
 
0
KQ  
 
KKQ ϕcos0
 
KH ϕ− sin
 
KQ
 
KKQ ϕ− sin0
 
KH ϕ− cos
 
KN
 
0 0 0 0 12 7,20 -9,60 -2,40 -9.60 -7,20 -16,8 
1 10,5 -12 -1,5 9 7,20 -7,20 0 -5,40 -9,60 -15,0 
2 18 -18,991 -0,991 6 5,50 -4,80 0,699 -2,40 -11,0 -13,4 
3 22,5 -22,788 -0,288 3 2,94 -2,40 0,539 -0,600 -11,8 -12,4 
4 24 -24 0 0 0 0 0 0 -12 -12 
5 22,5 -22,788 -0,288 -3 -2,94 2,40 -0,539 -0,600 -11,8 -12,4 
6 18 -18,991 -0,991 -6 -5,50 4,80 -0,699 -2,40 -11,0 -13,4 
7 10,5 -12 -1,5 -9 -7,20 7,20 0 -5,40 -9,60 -15,0 
8 0 0 0 -12 -7,20 9,60 2,40 -9,60 -7,20 -16,8 
    
Эпюры внутренних усилий арки показаны на рис. 9.3. 
 
 
 
Рис. 9.3           
 
Задачи для самостоятельного решения. Для арок, показанных на 
рис. 9.4, вычислить внутренние усилия в сечениях через 1,0  пролета арки и 
построить их эпюры. Значения нагрузок, геометрические параметры арок 
приведены в табл. 9.3. 
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Рис. 9.4 
Таблица 9.3 
Нагрузки Геометрия арки № 
задачи P в кН q в кН/м l  в м f  в м y = f(x) 
1 14 9 9 5 22 xrry −−=  
2 17 8 11 6 
2
2
l
xfy =  
 
Тема № 10. Определение перемещений в статически определимых 
рамах от действия нагрузки 
 
Цель занятия: научиться определять малые перемещения от дейст-
вия неподвижной нагрузки, возникающие при упругой деформации стати-
чески определимых рам. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. При опреде-
лении малых упругих перемещений в стержневых конструкциях от дейст-
вия нагрузки используется формула Максвелла – Мора, которая для рам 
имеет, как правило, вид 
ds
EI
Mm
k l z
i
i ∑∫≈∆ . 
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Здесь im  и M  – изгибающие моменты единичного и действительно-
го состояний рамы; zEI  – изгибная жесткость поперечного сечения рамно-
го стержня. 
При образовании вспомогательного состояния вид прикладываемой 
единичной силы зависит от определяемого перемещения. Если искомое 
перемещение простое, то прикладывается простая единичная сила, а если 
обобщенное, то – соответствующая этому перемещению обобщенная еди-
ничная сила. Например, при отыскании угла поворота прикладывается без-
размерный единичный момент.  
Если в раме изгибная жесткость поперечного сечения zEI  в пределах 
каждого стержня постоянна, то для вычисления интеграла в формуле Мак-
свелла – Мора применяется правило Верещагина. Согласно этому правилу 
определенный интеграл от произведения двух функций, одна из которых 
линейная, а вторая нелинейная, 
равняется произведению площа-
ди графика нелинейной функции 
на ординату графика линейной 
функции, расположенную под 
центром тяжести площади гра-
фика нелинейной функции. 
Пример 10. Для рамы, по-
казанной на рис. 10.1, определить 
вертикальное перемещение шар-
нира C от приложенной нагрузки.  
Жесткостные параметры  рамы 
имеют значения МПа 102 5⋅=E  и 
4см 7080=zI . 
 Действительное состояние заданной рамы было рассмотрено в при-
мере 6. Эпюра изгибающих моментов действительного состояния имеет 
вид, показанный на рис. 10.2, а. 
Вспомогательное единичное состояние, соответствующее искомо-
му перемещению, и единичная эпюра изгибающих моментов показаны 
на рис. 10.2, б. 
Для определения вертикального перемещения шарнира С перемно-
жим по правилу Верещагина эпюры изгибающих моментов действитель-
ного и вспомогательного состояний заданной рамы. 
Рис. 10.1 
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Тогда числовое значение искомого перемещения равняется 
. м 013,0
107080102
7,1867,186
881 =
⋅⋅⋅
==∆
−
zEI
 
 
 
Рис. 10.2 
 
Задачи для самостоятельного решения.  Для рам, показанных на 
рис. 1.2, определить перемещения от нагрузки, указанные в табл. 10.1. 
Таблица 10.1 
№ 
задачи 
Искомое перемещение 
1 Горизонтальное перемещение левого узла рамы 
2 Угол поворота правого узла рамы 
3 Вертикальное перемещение точки приложения силы P 
4 Взаимный угол поворота сечений, примыкающих к шарниру ригеля рамы 
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При определении перемещений жесткостные характеристики прини-
мать по табл. 10.2. 
Таблица 10.2 
Жесткостные параметры Изгибные жесткости № 
задачи E в МПа zI  в см
4 
Левая стойка Правая стойка Ригель 
1 МПа 5102 ⋅  4см8230  zEI3  zEI  zEI4  
2 МПа102  5⋅  4см6590  zEI5,2  zEI  zEI5,3  
3 МПа102  5⋅  4см9120  zEI5,3  zEI  zEI5,4  
4 МПа102  5⋅  4см7640  zEI5,1  zEI  zEI5,2  
 
Тема № 11. Определение перемещений в статически определимых 
рамах  от действия температуры и осадки опор 
 
Цель занятия: научиться определять малые перемещения от дейст-
вия температуры и осадки опор, возникающие при упругой деформации 
статически определимых рам. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. Для опреде-
ления малых упругих перемещений в рамах от действия температуры ис-
пользуется рабочая формула  
( )dstmtn
k l
iоii ∑ ∫ ′∆+∆α=∆ , 
где ii mn   ,  – внутренние усилия единичного состояния рамы; оt∆ , t′∆ – 
приращение температуры на оси и удельный температурный перепад, ха-
рактеризующие действительное состояние рамы.  
Эпюра t′∆  строится на каждом стержне рамы со стороны его более 
нагретого волокна, и знаки на эпюре не ставятся. На эпюре оt∆  ставятся 
знаки, и она может строиться на каждом стержне со стороны любого во-
локна. 
При вычислении температурных перемещений  для вычисления ин-
тегралов dstn о
l
i∆∫  и ∫ ′∆
l
i dstm , входящих в рабочую формулу, применяется 
правило Верещагина. 
Для определения малых упругих перемещений в рамах от действия 
осадки опор используется рабочая формула  
j
j
jii cr∑−=∆ , 
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где jc  – смещения опор; jir – единичные опорные реакции. Заданные 
смещения опор считаются положительными, если по направлению они 
совпадают с соответствующими единичными опорными реакциями. 
Пример 11. Для рамы, показанной на рис. 11.1, определить вертикальное 
перемещение шарнира C от температурного воздействия со следующими пара-
метрами: CtCtCt звн
 0  ,17  ,10 =+=−= . Коэффициент линейного расшире-
ния материала рамы 51018,1 −⋅=α . 
Поперечное сечение всех элемен-
тов рамы – двутавр № 30. 
 Поскольку параметры темпе-
ратурного воздействия для всех 
элементов рамы одинаковы, то 
приращения температур для них 
принимают следующие значения: 
.17
,10
Cttt
Cttt
звв
знн


+=−=∆
−=−=∆
 
Тогда, с учетом равенства высот 
поперечных сечений и их симметрии, удельный температурный перепад 
t′∆  и приращение температуры на оси оt∆  для всех рамных элементов 
принимают следующие значения: 
( )
( )
.5,3
2
1017
2
, м90
3,0
1017
Cttt
C
h
tt
t
нв
о
нв


=
−+
=
∆+∆
=∆
=
−−
=
∆−∆
=′∆
 
Эпюры t′∆  и оt∆ , характеризующие действительное состояние рамы 
при температурном воздействии, показаны на рис. 11.2, а. Вспомогательное 
состояние характеризуется единичными эпюрами 1m  и 1n  (рис. 11.2, б). 
Для определения искомого перемещения перемножим по правилу 
Верещагина эпюру t′∆  с эпюрой  1m  и эпюру оt∆  с эпюрой 1n  
3
1 101,52445.145,3490422
1
⋅⋅α−=





⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−α=∆ . 
Рис. 11.1 
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 Тогда числовое значение искомого перемещения равняется 
м 018,0101,5241018,1101,524 3531 −=⋅⋅⋅−=⋅⋅α=∆ − . 
 
Рис. 11.2 
Пример 12. Для рамы, показанной на рис. 11.3, определить верти-
кальное перемещение шарнира C от горизонтального смещения опоры A 
влево на величину см 15 . 
 
 
 
 
Рис. 11.3 
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 Действительное состояние рамы (рис. 11.4, а), где смещения опор 
могут происходить по четырем направлениям, характеризуется следую-
щими значениями: 
                                   0  , 0  , 0  , см 15 4321 ==== cccc .  
Вспомогательное состояние рамы (рис. 11.4, б) характеризуется единич-
ными опорными реакциями  
5,0  ,5,0  ,5,0  ,5,0 41312111 ===−= rrrr . 
 
 
Рис. 11.4 
 
 Тогда числовое значение искомого перемещения равняется 
( ) м 075,015,05,04
1
11 =⋅−−=−=∆ ∑
=j
jj cr . 
Задачи для самостоятельного решения. Для рам, показанных на 
рис. 1.2, определить перемещения, указанные в табл. 10.1, от температуры и 
осадки опор. При определении перемещений параметры температурного воз-
действия и задаваемые характеристики смещения опор принимать по табл. 11.1. 
Таблица 11.1 
Температурное воздействие Осадка опор № 
задачи нt  вt  зt  Опора Направление Величина 
1 -16 +28 -9 левая вниз 14 см 
2 +10 +32 -15 левая поворот по 
часовой стрелке 
0,03 рад 
3 -21 -2 -10 правая вправо 8 см 
4 +20 +41 +14 правая вверх 12 см 
 
а) б) 
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Тема № 12. Определение степени статической неопределимости 
 
Цели занятия:  
– научиться определять для плоских стержневых конструкций степе-
ни полной, внешней и внутренней статической неопределимости; 
– делать вывод о разновидности статической неопределимости пло-
ской стержневой конструкции. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. Степенью 
статической неопределимости называется количество лишних или избы-
точных связей стержневой конструкции. Степень статической неопреде-
лимости является важной числовой характеристикой, с помощью которой 
принято различать статически неопределимые конструкции. 
Если у стержневой конструкции отсутствуют замкнутые контуры, то 
степень статической неопределимости определяется по формуле 
WЛ −= , 
где W – число степеней свободы конструкции.  
В случае если у стержневой конструкции имеются собственные 
замкнутые контуры, то степень статической неопределимости определяет-
ся по формуле 
ШK3WЛ −+−= , 
где K – число замкнутых контуров конструкции; Ш – число шарниров, 
врезанных в замкнутые контуры конструкции, с учетом степени их кратно-
сти. Таким образом, в общем случае степень статической неопределимости 
складывается из двух величин: 
1 2Л Л Л= + , 
где 1Л W= − – число внешних лишних связей, определяющих степень внеш-
ней статической неопределимости конструкции, 2 3Л К Ш= −  – число внут-
ренних лишних связей, определяющих степень внутренней статической не-
определимости конструкции. Общее число лишних связей Л и определяет 
степень полной статической неопределимости стержневой конструкции. 
В зависимости от значений, принимаемых 1Л  и 2Л , принято разли-
чать следующие разновидности статически неопределимых стержневых 
конструкций: 
− 1 0Л ≠  и 2 0Л =  – внешне статически неопределимые стержневые 
конструкции; 
− 1 0Л =  и 2 0Л ≠  – внутренне статически неопределимые стержне-
вые конструкции; 
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− 1 0Л ≠  и 2 0Л ≠  – произвольные статически неопределимые 
стержневые конструкции. 
 
Пример 13. Для рамы, показанной на рис. 12.1, определить степень 
полной, внешней и внутренней статической неопределимости. 
Для определения 1Л  подсчитаем 
число степеней свободы по формуле 
3 2 2 оW Д У Ш С С= + − − − . 
Если все элементы рамы принять за дис-
ки, то 
3,    0,    2,    0,    7оД У Ш С С= = = = = , 
3 3 2 2 7 2W = ⋅ − ⋅ − = −  
и, следовательно,  
1 2Л = . 
Так как у рассматриваемой рамы отсут-
ствуют собственные замкнутые контуры, то  
2 0Л = . 
Таким образом, степень полной статической неопределимости рамы равна 
1 2 2Л Л Л= + = . 
Вывод. Рассмотренная рама 2 раза внешне статически неопредели-
мая система. 
Пример 14. Для рамы, показанной на рис. 12.2, определить степень 
полной, внешней и внутренней статической неопределимости. 
Для определения 1Л  подсчитаем число степеней сво-
боды 
3 2 2 оW Д У Ш С С= + − − − . 
Так как рама, отделенная от опор, является единым 
диском, то 
1,    0,    0,    0,    4оД У Ш С С= = = = = , 
3 1 4 1W = ⋅ − = − , 
и, следовательно,  
1 1Л = . 
Кроме того, у рамы имеется один замкнутый контур, 
разрезанный одним шарниром: 
1,    1K Ш= =  
и, следовательно, 
2 3 3 1 2Л К Ш= − = − = . 
 
Рис. 12.1 
 
Рис. 12.2 
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Таким образом, степень полной статической неопределимости рамы равна 
1 2 3Л Л Л= + = . 
Вывод. Рассмотренная рама – 3 раза статически неопределимая сис-
тема, в том числе 1 раз внешне статически неопределимая и 2 раза внут-
ренне статически неопределимая система. 
Задачи для самостоятельного решения. Для рам, показанных на 
рис. 12.3, определить степень полной, внешней и внутренней статической 
неопределимости. 
 
 
Рис. 12.3 
 
Тема № 13. Расчет методом сил плоских статически неопределимых 
рам на действие нагрузки 
 
Цели занятия научиться:  
– определять внутренние усилия от действия постоянной нагрузки; 
– выполнять поверки правильности их определения. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. В основе расче-
та стержневых конструкций методом сил лежит переход от заданной стати-
чески неопределимой системы к расчету основной статически определимой 
системы, которая получается из заданной удалением всех лишних связей.  
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Реакции удаленных связей называются основными неизвестными 
метода сил. Для их определения составляются канонические уравнения, 
которые при расчете на действие нагрузки имеют вид: 
                                
11 1 1 1
1 1
... 0,
........................................
... 0.
n n P
n nn n nP
X X
X X
δ + + δ + ∆ =
δ + + δ + ∆ =
 
Канонические уравнения представляют собой систему неоднородных ли-
нейных алгебраических уравнений относительно основных неизвестных  
1,..., nX X . Для решения канонических уравнений необходимо определить 
коэффициенты при основных неизвестных δij и свободные члены  iP∆ .  
 Для определения коэффициентов δij
 
нужно образовать единичные 
состояния основной системы, загрузив ее последовательно безразмерными 
силами  1( 1,... )jX j n= =ɶ , найти для каждого загружения внутренние уси-
лия ,  ,  j j jm q n  и построить их эпюры. Такие внутренние усилия и их эпю-
ры называются единичными. Вычисление коэффициентов δij осуществля-
ется по формуле Максвелла – Мора, в которой удерживается одно слагае-
мое, учитывающее влияние изгибающих моментов: 
i j
ij
k l z
m m
ds
EI
δ = ∑∫ . 
Для определения свободных членов канонических уравнений   iP∆  
необходимо рассмотреть основную систему под действием нагрузки, найти 
внутренние усилия 
000
  PPP N,Q,M  и построить их эпюры. Такие внутренние 
усилия и их эпюры называются грузовыми, а соответствующая им схема 
нагружения считается грузовым состоянием основной системы. Вычисле-
ние свободных членов iP∆  осуществляется по формуле Максвелла – Мора, 
в которой удерживается одно слагаемое, учитывающее влияние изгибаю-
щих моментов: 
0
i P
iP
k l z
m M ds
EI
∆ = ∑∫ . 
После решения канонических уравнений и нахождения основных не-
известных метода сил внутренние усилия, возникающие в заданной систе-
ме от нагрузки, определяются по формулам: 
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0
1 1
0
1 1
0
1 1
... ,
... ,
... .
n n P
n n P
n n P
M m X m X M
Q q X q X Q
N n X n X N
= + + +
= + + +
= + + +
 
Для проверки правильности найденных внутренних усилий выпол-
няются статические и кинематические поверки. Статические поверки за-
ключаются в проверке равновесия узлов, стержней и заданной системы в 
целом по тем же правилам, что и для статически определимых систем. Ки-
нематические поверки заключаются в проверке выполнения условий 
                                  0    ( 1,..., )i
k s Z
m M ds i n
EI
= =∑∫ . 
Пример 14. Для рамы, показанной на рис. 13.1, определить внутренние 
усилия, построить эпюры внутренних усилий и проверить их правильность. 
 
Рис. 13.1 
 
Поперечные сечения всех элементов рамы имеют одинаковую изгиб-
ную жесткость ZEI . 
 Так как у рамы отсутствуют замкнутые контуры, то степень ее ста-
тической неопределимости определяется по формуле 
Л W= −  
и равняется 
3 1 5 2Л = − ⋅ + = . 
 Для образования основной системы метода сил отбросим два опор-
ных стержня на левой опоре. Выбранный вариант основной системы пока-
зан на рис.  13.2. 
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Рис. 13.2 
 
 Канонические уравнения метода сил для рассчитываемой рамы, с 
учетом ее степени статической неопределимости, имеют вид 
                                               
11 1 12 2 1
21 1 22 2 2
0,
0.
P
P
X X
X X
δ + δ + ∆ =
δ + δ + ∆ =
 
Для определения коэффициентов и свободных членов образуем еди-
ничные и грузовое состояния и строим для них эпюры внутренних усилий 
как для статически определимых рам. 
 Первое единичное состояние и соответствующие ему эпюры внут-
ренних усилий показаны на рис. 13.3. 
 
Рис. 13.3 
 
Второе единичное состояние и соответствующие ему эпюры внут-
ренних усилий показаны на рис. 13.4. 
Находим коэффициенты канонических уравнений по формуле Мак-
свелла – Мора с использованием правила Верещагина. 
                    
22
1
11
1
1 1 2 85,3334 4 4 4 4 4
2 3k l z z z
m ds
EI EI EI=
 δ = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = 
 
∑ ∫ , 
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22
2
22
1
1 1 2 21,3334 4 4
2 3k l z z z
m ds
EI EI EI=
δ = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑ ∫ , 
2
1 2
12 21
1
1 1 324 4 4
2k l z z z
m m ds
EI EI EI=
δ = δ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −∑ ∫ . 
 
 
Рис. 13.4 
 
Грузовое состояние основной системы и соответствующие ему эпю-
ры внутренних усилий показаны на рис. 13.5. 
 
Рис. 13.5 
Находим свободные члены канонических уравнений по формуле 
Максвелла – Мора с использованием правила Верещагина. 
0 22
1
1
1
1 1 2 2 4 4 1 64032 4 4 4 4 32 4 4
2 3 3 8 2
P
P
k l z z z
m M ds
EI EI EI=
 
⋅∆ = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =  
 
∑ ∫ , 
02
2
2
1
1 1 25632 4 4
2
P
P
k l z z z
m M ds
EI EI EI=
∆ = = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −∑ ∫ . 
q=4 кН/м 
16 кН 32 кН м 
16 кН 
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 Таким образом, канонические уравнения метода сил для рассчиты-
ваемой рамы, с учетом найденных значений коэффициентов и свободных 
членов, принимают вид 
1 2
1 2
85,333 32 640 0,
32 21,333 256 0.
X X
X X
− + =
− + − =
 
Решая систему канонических уравнений, получим следующие значе-
ния основных неизвестных: 
                                        1 26,857 кН,   1,714 кНX X= − = . 
 Формулы для определения окончательных внутренних усилий  рас-
считываемой рамы принимают вид: 
0
1 1 2 2
0
1 1 2 2
0
1 1 2 2
,
,
.
P
P
P
M m X m X M
Q q X q X Q
N n X n X N
= + +
= + +
= + +
 
Построенные в соответствии с этими формулами эпюры окончатель-
ных внутренних усилий приведены на рис. 13.6. 
                          
Рис. 13.6 
 
 Для проверки правильности найденных внутренних усилий сначала 
выполним статические поверки. С этой целью проверим равновесие узлов  
и стержней рамы согласно схемам, приведенным на рис. 13.7 и проверку 
равновесия рамы в целом согласно схеме, приведенной на рис. 13.8. 
Составляя уравнения равновесия для узла B (рис. 13.7, а): 
0;   4,572 4,572 0, M = − ≡∑  
q=4 кН/м 
 
1,714 кН 
1,714 кН 
9,143 кН 
9,143 кН 
5,882 кН м 
 6,857 кН 
4,572 кН м 
2,284 кН м 
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0;   1,714 1,714 0,
0;  9,143 9,143 0,
y
x
= − ≡
= − ≡
∑
∑
 
для стержня AB (рис. 13.7, б): 
0;   4 4 2 4,572 9,143 4 36,572 36,572 0,
0;   6,857 4 4 4 2 4,572 32 32 0,
A
B
M
M
= ⋅ ⋅ + − ⋅ = − =
= ⋅ − ⋅ ⋅ + = − =
∑
∑
 
 
Рис. 13.7 
 
Рис. 13.8 
 
для стержня BC (рис.13.7, б): 
0;   1,714 4 2,284 4,572 6,856 6,856 0,
0;   1,714 4 4,572 2,284 6,856 6,856 0,
B
C
M
M
= ⋅ − − = − =
= ⋅ − − = − =
∑
∑
 
и для рамы в целом (рис.13.8): 
0;   4 4 2 1,714 4 2,284 9,143 4 38,856 38,856 0,
0;   6 857 4 1,714 4 4 4 2 2,284 34,284 34,284 0,
A
C
M
M ,
= ⋅ ⋅ + ⋅ − − ⋅ = − =
= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − = − =
∑
∑
 
1,714 кН 
1,714 кН 
1,714 кН 
9,143 кН 2,284 кНм 
q=4 кН/м 
1,714 кН 
6,857 кН 
6,857 кН 
1,714 кН 
1,714 кН 
1,714 кН 
1,714 кН 
4,572 кНм 
 
4,572 кНм 
9,143 кН 
9,143 кН 
 
q=4 кН/м 
 
9,143 кН 4,572 кНм 
9,143 кН 2,284 кНм 
9,143 кН 
4,572 кНм 
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можно увидеть, что все статические поверки для заданной рамы выполняются. 
 Кинематические поверки правильности найденных внутренних уси-
лий для заданной рамы имеют вид 
2
1
0    ( 1,2)i
k s Z
m M ds i
EI=
= =∑ ∫ , 
и для их осуществления необходимо последовательно перемножить эпюру 
окончательных изгибающих моментов с эпюрами изгибающих моментов 
единичных состояний.  
В результате осуществления первой кинематической поверки получим 
22
1
1
1 1 2 2 4 4 1 1( 4,572 4 4 4 4 4,572 4 4
2 3 3 8 2 2
1 1 0,021
                               2,284 4 4) (60,960 60,939) .
2
k s Z Z
Z Z
m M ds
EI EI
EI EI
=
⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ ⋅ = − =
∑ ∫
 
Невязка составляет 
                                                    
0,021 100 0,034 %
60,939
⋅
= , 
что меньше допустимой погрешности в 1 %. 
В результате осуществления второй кинематической поверки получим 
2
1
1
1 1 1 1 2(- 4,572 4 4 2,284 4 4)
2 3 2 3
1 0,011
                    (-12,192 12,181) . 
k s Z Z
Z Z
m M ds
EI EI
EI EI
=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + = −
∑ ∫
 
Невязка во втором случае составляет 
0,011 100 0,09 %
12,181
⋅
= , 
что также меньше допустимой погрешности в 1 %. 
 Таким образом, выполненные статические и кинематические поверки 
показывают, что эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных 
сил для заданной рамы построены правильно. 
Задачи для самостоятельного решения. Для рам, показанных на 
рис. 13.9, найти внутренние усилия, построить эпюры этих усилий и про-
верить их правильность. 
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Рис. 13.9 
 
Размеры рам и значения нагрузок приведены в табл. 13.1. Поперечные 
сечения элементов всех рам имеют одинаковую изгибную жесткость ZEI . 
Таблица 13.1 
 
Нагрузки Размеры рам в м № 
задачи P в кН q в кН/м l1 l2 l3 h1 h2 h3 
1 14,2 18 2 3 7 1 2 1 
2 16,3 21 4 6 4 1 2 2 
3 17,8 28 5 8 3 2 4 - 
4 19,5 24 9 3 6 2 3 2 
 
Тема № 14. Расчет методом перемещений плоских статически  
неопределимых рам на действие нагрузки 
 
Цели занятия научиться:  
– определять внутренние усилия от действия постоянной нагрузки; 
– выполнять поверки правильности их определения. 
 
Исходные уравнения, рабочие формулы и правила. В основе рас-
чета стержневых конструкций методом перемещений лежит переход от за-
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данной кинематически неопределимой системы к расчету основной кине-
матически определимой системы. Основная система получается из задан-
ной наложением на ее узлы дополнительных связей в соответствии с чис-
лом и видом неизвестных перемещений узлов.  
Неизвестные узловые перемещения называются основными неиз-
вестными метода перемещений. Для их определения составляются канони-
ческие уравнения, которые при расчете на действие нагрузки имеют вид 
11 1 1 1
1 1
... 0,
......................................
... 0.
n n P
n nn n nP
r Z r Z R
r Z r Z R
+ + + =
+ + + =
 
Канонические уравнения представляют собой систему неоднородных 
линейных алгебраических уравнений относительно основных неизвестных  
1,..., nZ Z . Для решения канонических уравнений необходимо определить 
коэффициенты при основных неизвестных  ijr и свободные члены iPR . 
Для определения коэффициентов  ijr
 
нужно образовать единичные 
состояния основной системы, загрузив ее последовательно безразмерными 
перемещениями  ( )1  1,...,jZ j n= =ɶ , найти для каждого загружения внут-
ренние усилия ,  ,  j j jm q n  и построить их эпюры. Такие внутренние усилия 
и их эпюры называются единичными. 
Для определения свободных членов канонических уравнений  
( ) 1,...,iPR i n=  необходимо рассмотреть основную систему под действием 
нагрузки и построить эпюры изгибающих моментов PM  и поперечных сил 
PQ . Такие эпюры PM , PQ  называются грузовыми, а соответствующая им 
схема нагружения считается грузовым состоянием основной системы. 
Вычисление коэффициентов и свободных членов канонических 
уравнений может производиться статическим способом или способом пе-
ремножения эпюр. На практике обычно применяют первый способ, кото-
рый более прост. Способ перемножения эпюр целесообразно применять 
при расчете рам с наклонными элементами. 
Суть статического способа заключается в вырезании сквозными се-
чениями узлов и отдельных частей основной системы и определении реак-
ций в наложенных связях из условий равновесия вырезанных частей. Такое 
вырезание производится в бесконечной близости от центров узлов. При 
этом значения изгибающих моментов и поперечных сил в сечениях пере-
резанных стержней берутся из соответствующих им эпюр. 
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После решения канонических уравнений и нахождения основных не-
известных метода перемещений изгибающие моменты и поперечные силы, 
возникающие в заданной системе от нагрузки, определяются по формулам 
1 1
1 1
... ,
... .
Z n n
Z n n
M m Z m Z
Q q Z q Z
= + +
= + +
 
Продольные силы, при известных поперечных силах, определяются из ус-
ловия равновесия узлов заданной системы.  
Для проверки правильности найденных внутренних усилий выпол-
няются статические и кинематические поверки. Статические поверки за-
ключаются в проверке равновесия стержней и заданной системы в целом 
по тем же правилам, что и для статически определимых систем. Кинемати-
ческие поверки, как и в случае метода сил, заключаются в проверке вы-
полнения условий 
                                  0    ( 1,..., )i
k s Z
m M ds i n
EI
= =∑∫ . 
При этом единичные эпюры строятся в любой основной системе ме-
тода сил, образованной из заданной рамы.  
Пример 15. Для рамы, показанной на рис. 14.1, а, определить внут-
ренние усилия, построить эпюры внутренних усилий и проверить их пра-
вильность 
 
       
Рис. 14.1 
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Поперечные сечения всех элементов рамы имеют одинаковую изгиб-
ную жесткость ZEI . Тогда погонные жесткости элементов рамы равняются 
                             ,   1,5 ,   3 .
9 6 3
Z Z Z
BD AB BC
EI EI EIi i i i i i= = = = = =  
 Определяем степень кинематической неопределимости 
                                                        1 2n n n= + . 
Число неизвестных угловых перемещений равняется числу жестких 
узлов рамы 
                                                           1 1n = . 
Число линейных перемещений совпадает с числом степеней свободы шар-
нирно-стержневой системы, полученной из заданной рамы (рис. 14.1, б), и 
равняется 
                                                 2 2 3 3 2 1n = ⋅ − − = . 
Неизвестным линейным перемещением является горизонтальное пе-
ремещение узла рамы. 
 Для образования основной системы накладываем связи, препятст-
вующие появлению углового и горизонтального линейного перемещения 
узла В, и обозначаем предполагаемые направления двух неизвестных пе-
ремещений  1Z  и 2Z  (рис. 14.2). 
 
Рис. 14.2 
 Система канонических уравнений для заданной рамы имеет вид 
                                             
11 1 12 2 1
21 1 22 2 2
0,
0.
P
P
r Z r Z R
r Z r Z R
+ + =
+ + =
 
Для определения коэффициентов и свободных членов рассмотрим 
единичные и грузовое состояния основной системы и построим для них 
эпюры внутренних усилий, используя  для этого готовые единичные и гру-
зовые эпюры отдельных балок (табл. 5.1). 
6 м 9 м 
3 м 
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Первое единичное состояние показано на рис. 14.3, а. Пунктиром  
изображена схема деформирования основной системы в этом состоянии. 
Соответствующие этой схеме деформирования единичные эпюры изги-
бающих моментов и поперечных сил показаны на рис. 14.3, б.  
 
Рис. 14.3 
Коэффициенты канонических уравнений, связанные с данным еди-
ничным состоянием, определяются из условий равновесия вырезанных 
частей основной системы, показанных на рис. 14.3, в, и равняются сле-
дующим значениям: 
11 2119,5 ,   6 .r i r i= = −  
Второе единичное состояние показано на рис. 14.4, а. Пунктиром 
изображена схема деформирования основной системы в этом состоянии. 
Соответствующие этой схеме деформирования единичные эпюры изги-
бающих моментов и поперечных сил показаны на рис. 14.4, б.  
Коэффициенты канонических уравнений, связанные с данным еди-
ничным состоянием, определяются из условий равновесия вырезанных 
частей основной системы, показанных на рис. 14.4, в, и равняются сле-
дующим значениям: 
                                                 12 226 ,   4 .r i r i= − =  
Грузовое состояние показано на рис. 14.5, а. Пунктиром изображена 
схема деформирования основной системы в этом состоянии. Соответст-
6 м 9 м 
3 м 
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вующие этой схеме деформирования грузовые эпюры изгибающих момен-
тов и поперечных сил показаны на рис. 14.5, б.  
 
 
Рис. 14.4 
 
Рис. 14.5 
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Свободные члены канонических уравнений определяются из условий 
равновесия вырезанных частей основной системы в грузовом состоянии, 
показанных на рис. 14.5, в, и равняются следующим значениям: 
                                   1 258,75 кНм,  2,333 кН.P PR R= − = −  
Таким образом, канонические уравнения метода перемещений для 
рассчитываемой рамы, с учетом найденных значений коэффициентов и 
свободных членов, принимают вид 
                                              
1 2
1 2
19,5 6 58,75 0,
6 4 2,333 0.
iZ iZ
iZ iZ
− − =
− + − =
 
Решая систему канонических уравнений, получим следующие значе-
ния основных неизвестных: 
                                              1 2
5,929 9,476
,   Z Z
i i
= = . 
Формулы для определения окончательных изгибающих моментов и 
поперечных сил рассчитываемой рамы принимают вид 
                                             
1 1 2 2
1 1 2 2
,
.
P
P
M m Z m Z M
Q q Z q Z Q
= + +
= + +
 
Построенные в соответствии с этими формулами эпюры окончатель-
ных внутренних усилий приведены на рис. 14.6, б. 
 
Рис. 14.6 
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Для проверки правильности найденных внутренних усилий сначала 
выполним статические поверки. С этой целью проверим равновесие узлов  
и стержней рамы согласно схемам, приведенным на рис. 14.7 и проверку 
равновесия рамы в целом согласно схеме, приведенной на рис. 14.8. 
 
 
Рис. 14.7 
 
 
Рис. 14.8 
Составляя уравнения равновесия для узла B (рис. 14.7, а), получим 
                  0;   26,681 16,692 42,693 42,973 42,963 0.01.M = − − + = − + = −∑  
Невязка составляет 
0,01 100 0,023 %
42,963
⋅
= , 
что меньше допустимой погрешности в 1 %. 
Составляя уравнения равновесия для стержня AB (рис.14.7, б), получим 
                    
0;   4,47 6 26.681 26,691 26.681 0,01,
0;   4,47 6 26.681 26,691 26.681 0,01.
A
B
M
M
= − ⋅ + = − + = −
= − ⋅ + = − + = −
∑
∑
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Невязка в обоих случаях составляет 
                                                       
0,01 100 0,037 %
26,681
⋅
= , 
что меньше допустимой погрешности в 1 %. 
Составляя уравнения равновесия для стержня BD (рис.14.7, в), получим 
          
0;   42,693 22,224 9 6 9 4,5 242,709 243 0,291,
0;   31,776 9 42,693 6 9 4,5 285,984 285,693 0,291.
B
D
M
M
= − − ⋅ + ⋅ ⋅ = − + =
= ⋅ − − ⋅ ⋅ = − =
∑
∑
 
Невязки составляют 
0,291 100 0,291 1000,12 %,   0,12 %,
242,709 285,693
⋅ ⋅
= =  
что меньше допустимой погрешности в 1 %. 
Составляя уравнения равновесия для стержня BС (рис. 14.7, г), получим 
               
0;   16,292 9 1 25,282 25,292 22,282 0,01,
0;   36 223 36 223 0,
0;   9 9 0.
CM
y , - ,
x -
= + ⋅ − = − =
= =
= =
∑
∑
∑
 
Невязка в уравнении моментов составляет 
                                                     
0,01 100 0,04 %
25,282
⋅
= , 
что меньше допустимой погрешности в 1 %. 
Составляя уравнения равновесия для рамы в целом (рис. 14.8), получим 
0;  9 2 9 3 25,282 36,223 6 6 9 10,5 22.224 15
                   593,98 594 0,02,
0;  4,47 15 9 2 25,282 9 3 36,223 9 6 9 4,5  
                  353,332 353,007 0,325,
0;   4,47 36,223 22
A
D
M
M
y
= − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ =
− + =
= − ⋅ − ⋅ − + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =
− + = −
= − + +
∑
∑
∑ ,224 6 9 58,447 58,447 0.− ⋅ = − + =
 
Нетрудно проверить, что невязки в уравнениях моментов меньше 
допустимой погрешности в 1 %. 
Кинематические поверки правильности найденных внутренних уси-
лий для заданной рамы имеют вид 
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3
1
0    ( 1,2)i
k s Z
m M ds i
EI=
= =∑ ∫ , 
и для их осуществления необходимо последовательно перемножить эпюру 
окончательных изгибающих моментов с единичными эпюрами изгибаю-
щих моментов, построенными в любой основной системе метода сил для 
заданной рамы (рис. 14.9). 
 
Рис. 14.9 
 
В результате осуществления первой кинематической поверки получим 
3
1
1
1 1 2( 26,681 6 6 16,292 3 6
2 3
1 1 0,054
                               8,99 1 6) ( 320,172 320,226) .
2
k s Z Z
Z Z
m M ds
EI EI
EI EI
=
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅ ⋅ = − + =
∑ ∫
 
В результате осуществления второй кинематической поверки получим 
       
22
1
1
1 1 1 2 2 6 9 1( 16,292 3 9 8,99 1 9 42 963 9 9 9 9)=
2 2 3 3 8 2
1 0,09
                    ( 1640,34 1640,25) . 
k s Z Z
Z Z
m M ds ,
EI EI
EI EI
=
⋅
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − + = −
∑ ∫
 
Нетрудно убедиться, что невязки в обеих поверках меньше допусти-
мой погрешности в 1 %. 
Таким образом, выполненные статические и кинематические поверки 
показывают, что эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных 
сил для заданной рамы построены правильно. 
Задачи для самостоятельного решения. Для рам, показанных на 
рис. 14.10, найти внутренние усилия, построить эпюры этих усилий и про-
верить их правильность. 
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Рис. 14.10 
 
Размеры рам и значения нагрузок приведены в табл. 14.1. Поперечные 
сечения элементов всех рам имеют одинаковую изгибную жесткость ZEI . 
Таблица 14.1 
Нагрузки Размеры рам в м № 
задачи P в кН q в кН/м l1 l2 l3 h1 h2 h3 
1 12 8 12 3 - 2 4 - 
2 14 6 8 0 0 4 3 1 
3 16 4 3 6 2 3 5 - 
4 18 5 9 7 - 6 4 2 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РАСЧЕТНО- 
ПРОЕКТИРОВОЧНЫМ  РАБОТАМ 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
 Выполняемые в процессе изучения курса расчетно-проектировочные 
работы служат целям закрепления теоретических знаний и выработки уме-
ний самостоятельно решать задачи строительной механики. Умение ре-
шать такие задачи и формирует умение рассчитывать реальные строитель-
ные конструкции и оценивать их прочность, жесткость, устойчивость. 
Одной из особенностей современных расчетов строительных конст-
рукций является применение ЭВМ. Поэтому при выполнении РПР необхо-
димо использовать интегрированную систему MathCAD. Эта система не 
требует знания языков программирования и составления специальных про-
грамм для выполнения расчетов на компьютере. В то же время ее исполь-
зование развивает навыки алгоритмического мышления, прививает умение 
строить и анализировать алгоритмы расчетов строительных конструкций. 
Методические указания описывают содержание и последователь-
ность выполнения расчетно-проектировочных работ, посвященных расче-
там такой разновидности несущих конструкций, как статически определи-
мые и статически неопределимые стержневые системы. Они также содер-
жат общие требования, предъявляемые к оформлению каждой работы. 
 
2. ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ 
 
Расчетно-проектировочные работы должны выполняться в строгом 
соответствии с излагаемыми ниже требованиями. 
Содержание выполненных работ при оформлении подразделяется на 
те же разделы и подразделы, что указаны в соответствующих условиях вы-
полнения. Наименование разделов и подразделов необходимо отделять от 
основного текста дополнительными межстрочными интервалами. 
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Выполненная работа оформляется на листах писчей бумаги формата 
А4 (297×210) по типу пояснительной записки к курсовому проекту. Текст, 
формулы и вычисления аккуратно пишутся ручкой на одной стороне листа 
или набираются на компьютере. 
Графический материал расчетно-проектировочной работы (схемы, 
эпюры, линии влияния и др.) выполняется черной пастой или с помощью 
стандартных графических редакторов и вставляется в том месте текстовой 
части работы, где на него впервые делается ссылка.  
Все схемы и графики вычерчиваются в определенном масштабе с ука-
занием характерных размеров и величин, необходимых для последующего 
расчета. Расчетные схемы стержневых конструкций изображаются вместе со 
схемой внешних воздействий и схемой составляющих опорных реакций. 
Схемы и графики, расположенные в одном месте работы, именуются 
рисунком. Все рисунки последовательно нумеруются арабскими цифрами. 
Схемы и графики в пределах одного рисунка могут подразделяться с по-
мощью малых латинских букв с круглой скобкой. При необходимости 
схемы и графики рисунка сопровождаются подписями.  
Общее количество рисунков в каждой работе, их содержание, указа-
ния по компоновке графического материала даются в частных рекоменда-
циях к соответствующей работе. 
Титульный лист расчетно-проектировочной работы оформляется на 
листе того же формата, что и листы работы, и заполняется по форме, при-
веденной в прил. 1. 
 
3. РАСЧЕТНО-ПРОЕКТИРОВОЧНАЯ РАБОТА № 1 «РАСЧЕТ  
СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМОЙ МНОГОПРОЛЕТНОЙ БАЛКИ» 
 
§ 1. Исходные данные 
 
1. Изображение расчетной схемы балки. 
2. Задание параметров внешних воздействий. 
 
§ 2. Кинематический анализ 
 
1. Изображение расчетной схемы балки в виде кинематической цепи 
(рис. 1). 
2. Подсчет числа степеней свободы. 
3. Анализ геометрической структуры. 
4. Вывод о кинематических и статических свойствах расчетной схе-
мы балки. 
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§ 3. Аналитическое определение внутренних усилий  
от неподвижной нагрузки 
 
1. Изображение расчетной схемы балки с неподвижной нагруз-
кой (рис. 2, а). 
2. Изображение монтажной схемы балки (рис. 2, б) и определение 
порядка расчета звеньев. 
3. Получение для каждого звена балки аналитических выражений для 
M и Q и вычисление их характерных значений *. 
4. Построение эпюр M и Q (рис. 2, в). 
5. Изображение балки с неподвижной нагрузкой и опорными реак-
циями (рис. 3) и проверка равновесия балки в целом.  
 
§ 4. Определение внутренних усилий от совместного действия  
неподвижной и временной нагрузок 
 
1. Определение опасных расчетных сечений по изгибающему момен-
ту от неподвижной нагрузки. 
2. Построение кинематическим способом линий влияния M и Q для 
опасных расчетных сечений (рис. 4). 
3. Схемы неблагоприятного расположения временной нагрузки над 
линиями влияния M и Q (рис. 4). 
4. Вычисление наибольших и наименьших значений M и Q в опас-
ных расчетных сечениях от действия временной нагрузки. 
5. Вычисление наибольших и наименьших значений M и Q в опас-
ных расчетных сечениях от совместного действия неподвижной и времен-
ной нагрузок. 
 
4. РАСЧЕТНО-ПРОЕКТИРОВОЧНАЯ РАБОТА № 2 
«РАСЧЕТ ПЛОСКОЙ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМОЙ  
РАМЫ МЕТОДОМ СИЛ» 
 
§ 1. Исходные данные 
 
1. Изображение расчетной схемы фермы. 
2. Задание параметров внешних воздействий. 
 
§ 2. Кинематический анализ 
 
1. Изображение расчетной схемы рамы в виде кинематической цепи. 
2. Подсчет числа степеней свободы. 
3. Анализ геометрической структуры. 
                                           
*
 c использованием среды Mathcad 
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4. Вывод о кинематических и статических свойствах расчетной схемы. 
5. Определение степени полной, внешней и внутренней статической 
неопределимости. 
§ 3. Образование основной системы 
 
1. Разложение заданной нагрузки на симметричную и антисиммет-
ричную составляющие (рис. 1). 
2. Расчетные схемы возможных вариантов основной системы (три ва-
рианта) (рис. 1). 
3. Расчетная схема выбранного варианта основной системы с разложе-
нием основных неизвестных на симметричные и антисимметричные (рис. 1). 
4. Канонические уравнения метода сил для симметричного и анти-
симметричного состояний. 
 
§ 4. Определение внутренних усилий от действия симметричной 
составляющей нагрузки 
 
1. Единичные состояния основной системы, соответствующие сим-
метричным основным неизвестным (рис. 2) с необходимыми расчетами. 
2. Единичные эпюры mi несимметричного состояния (рис. 2). 
3. Вычисление коэффициентов канонических уравнений при сим-
метричных основных неизвестных. 
4. Кинематическая поверка коэффициентов. 
5. Грузовое состояние основной системы в симметричном состоя-
нии (рис. 2) с необходимыми расчетами. 
6. Грузовая эпюра МР симметричного состояния (рис. 2). 
7. Вычисление свободных членов канонических уравнений симмет-
ричного состояния. 
8. Кинематическая поверка свободных членов. 
9. Система канонических уравнений симметричного состояния (с 
числовыми значениями коэффициентов и свободных членов). 
10. Решение системы канонических уравнений *.  
11. Аналитические выражения для построения окончательной эпюры 
М в симметричном состоянии. 
12. Окончательная эпюра М симметричного состояния. 
13. Статические и кинематические поверки окончательной эпюры М. 
14. Построение окончательной эпюры Q симметричного состояния 
по эпюре М. 
15. Построение окончательной эпюры N симметричного состояния 
по эпюре Q. 
16. Проверка равновесия рамы в симметричном состоянии. 
                                           
*
 с использованием среды Mathcad 
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Приложение 1 
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АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ 
 
А 
аналитическая форма определения внутренних усилий 38 
арка 52 
Б 
бесшарнирная арка 52 
В 
внешне статически неопределимые конструкции 125 
внешние воздействия 17 
внутренне статически неопределимые конструкции 125 
внутренние силы 34 
возможная работа 100 
временная нагрузка 66 
Г 
геометрически изменяемая система 22 
геометрически неизменяемая система 22 
геометрически нелинейная система 20 
грузовое состояние основной системы метода перемещений 139  
грузовое состояние основной системы метода сил 131 
Д 
двухшарнирная арка 52 
двухшарнирная арка с затяжкой 52 
действительная работа 99 
деформация конструкции 92 
диск 23  
Е 
единичное перемещение 96 
единичные состояния основной системы метода перемещений 139 
единичные состояния основной системы метода сил 130 
Ж 
жесткость конструкции 13, 94 
жесткость конструктивного элемента 94 
жесткость поперечного сечения 94 
затяжка 53 
И 
изгибающий момент 35 
изгибная жесткость 94 
инженерная модель материала 15 
К 
канонические уравнения 126 
канонические уравнения метода перемещений 138 
канонические уравнения метода сил 129 
кинематический анализ 21  
кинематическое воздействие 18 
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кинематическая связь 24 
кинематическая цепь 28 
кривая равновесных состояний 19 
комбинированный метод 50 
коэффициент жесткости 98 
коэффициент податливости 97 
коэффициенты канонических уравнений метода перемещений 138 
коэффициенты канонических уравнений метода сил 130 
Л 
линейная теория расчета конструкций 19 
линейно деформируемая система 19 
линия влияния 67 
М 
матрица податливости 98 
матрица жесткости 98 
метод вырезания узлов 47 
метод рассечения на крупные части 49 
метод сечений 35 
метод перемещений 126 
метод сил 126 
многопролетная шарнирная балка 40 
монтажная схема 36 
Н 
нагрузка  17  
несвободные рамы 135 
несущая система 12 
несущая конструкция 12 
нелинейно деформируемая система 20 
нулевые стержни 51 
О 
обобщенный закон Гука для конструкций 97 
обобщенная сила 101 
обобщенное перемещение 101 
опасное положение подвижной нагрузки 66 
ордината линии влияния 67 
основная система метода перемещений 136 
основная система метода сил 127 
основные неизвестные 126 
основные неизвестные метода перемещений 134 
основные неизвестные метода сил 128 
П 
побочное перемещение 95 
податливость конструкции 93 
подвижная нагрузка 64 
полное перемещение 95 
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поперечная сила 35 
принцип независимости действия сил 20 
принцип неизменности начальных размеров 20 
правило Верещагина 117 
продольная жесткость 94 
продольная сила 35 
прочность конструкции 13 
Р 
распор 52 
расчетная модель 14 
расчетная схема 14 
расчетная схема фермы 43  
рациональное очертание оси арки 60 
реальная ферма 43 
С 
свободные рамы 135 
свободные члены канонических уравнений метода перемещений 139 
свободные члены канонических уравнений метода сил 130 
свойства статически неопределимых конструкций 125 
свойства статически определимых конструкций 36 – 37 
сдвиговая жесткость 94 
собственное перемещение 95 
статический метод определения внутренних усилий 38 
статически определимая система 21 
статически неопределимая система 21 
статически противоречивая система 21 
степень внешней статической неопределимости 125 
степень внутренней статической неопределимости 125 
степень кинематической неопределимости 134 
степень статической неопределимости 124 
стрела подъема арки 54 
строительная механика 13 
Т 
температурное воздействие 17 
трехшарнирная арка 53 
трехшарнирная арка с затяжкой 53 
У 
удельная работа внутренних сил 106 
узел 24 
устойчивость конструкции 13 
Ф 
ферма 43 
физически нелинейная система 20 
Ч 
число степеней свободы 23 
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